Probabilités : Exercices (corrigé)

M1 Mathématiques Fondamentales, Université Paris-Saclay, 2017-2018

Espaces de probabilité, variables aléatoires

Exercice 1. 1. @={1,...,20}, Card(Q2) = 20, P(w) = 1/20 Yw € Q.

2. Q={0,1}", 0ou 0 : “pile”, 1 : “face” (par exemple). Card(Q) = 2", P(w) = 27" Yw € Q.

3. On a Q =P(9), et Card(2) = 2™. Quant & P, on n’en sait rien a priori.

4. On demande un espace de probabilité fini. Si on s’intéresse seulement a qui est le vainqueur, alors on
pose Q = {1,2,0}, ou 1 : la premiere équipe gagne, 2 : la deuxiéme équipe gagne, 0 : match nul. Si on
veut incorporer le score, alors le plus naturel est un espace infini, & savoir = N2. On pourrait aussi y
ajouter plus d’informations, tel que ' = N2 x {R, P,T}, ou R : “aprés temps réglementaire”, S : “aprés
temps supplémentaire”, T : “apres tir au but”. Dans tous les cas, on a (nécessairement) Card(2) = oo.
Quant a P, on n’en sait rien a priori.

5. Les deux candidats sont Hollande (H) et Sarkozy (S), mais une personne peut aussi bien répondre “je
ne sais pas” (N1), “je ne voterai pas” (N2), “je voterai blanc” (N3), ol bien ne pas répondre (NO).
Un bon sondage prend toutes ces réponses en compte (voir plus...). Un espace de probabilité possible
serait Q = {H,S, N0, N1, N2, N3}1047 avec Card(2) = 6!%47. Une autre possibilité serait de compter
seulement le nombre de répondants pour chaque réponse possible, cela donne Q' = {0, 1,...,1047}% avec
Card(Q) = 1048° < 697, Cependant, le premier espace est plus commode, car il permet d’intégrer
facilement I'indépendance entre les répondants (en supposant que ceux-ci ont été tirés avec remise dans
la population totale). En effet, si la probabilité d’une réponse r € {H, S, N0, N1, N2, N3} est donnée par
pr, alors on pose P(r1,...,71047) = DPry *** Prigar-

Exercice 2. 1. Faux. Si B, désigne la boule ouverte de rayon r autour de l'origine, alors N, By, = {0},
ce qui n’est pas un ouvert.

2. Vrai. On a
(a) {07 1}N = {07 1}k X {07 1}N7 0=0x {07 1}N
(b) {0,1}"\A x {0,1}" = ({0,1}*\4) x {0, 1}"

(¢) Pour Ay, As,... C {0,1}%, U, (4, x {0,1}) = (U, A,) x {0, 1}V

3. Faux (une union dénombrable croissante de tribus n’est pas toujours une tribu) Exemple : (), {0}" x
{0,1} = {0} n’est pas de cette forme.

4. Vrai (tribu terminale) : Comme dans 2., on montre que pour tout 7, {{0,1}"x A : A C {0, 1} mesurable}
est une tribu. Une intersection de tribus est concore une tribu.

5. Faux. Par exemple, si A est une partie de N qui n’admet pas de densité (par exemple, k € A ssi |log, k]
est paire), alors pour tout n, AN{0,...,n} admet une densité (nulle), mais A = J,,(AN{0,...,n}) n’en
admet pas.

Exercice 3. 1. Puisque p est une mesure, on a,

— pa(0) = p@nA) = p(@) =0, et
— pour tous Aj, Ag,... € A disjoints,

pa(UAn) = o((Uan) n4) = u(Uan 0 ) =3 n4n 0 4) = 3 alAn).

Par conséquent, p4 est également une mesure.
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2. Par le point précédent, I’application P(A)P(-| A) = P(- N A) est une mesure, donc P(- | A) I'est aussi car
P(A) > 0. De plus, on a P(Q2| A) =P(A)/P(A) = 1. Par conséquent, P est une mesure de probabilité.

Exercice 4. Premiere solution : Définissons notre espace de probabilité Q@ = {FF, FM,MF, MM}, ou la
premiere lettre donne le sexe de ’ainé(e) et la deuxieéme celui du cadet/de la cadette. On suppose que ces quatre
possibilités sont équiprobables, ce qui est a notre connaissance assez proche de la réalité. L’événement “au moins
une fille” est alors A = {FF, FM, MF}. Sachant cet événement, la probabilité que le deuxiéme enfant est une
fille est alors 1/3, contre 2/3 pour un gar¢on. Formellement, on calcule

P(les deux enfants sont des filles| A) = P(FF)/P(A) = 1/3.

Deuxiéme solution : La derniére solution peut ne pas étre satisfaisante, car on pourrait se dire que s’il y a deux
filles, la chance est plus grande de trouver des chaussures de filles devant la porte, donc nous avons oublié des
corrélations importantes. Pour formaliser cela, on élargit 'espace de probabilité : on pose Q = {F, M}? x {0, 1}2,
ou le i-ieme chiffre est 1 si le i-iéme enfant a laissé ses chaussures devant la porte, et 0 sinon. L’événement A
qu’il y a (exactement) une paire de chaussures de filles devant la porte est alors

A = {FM10, MF01, FF10, FF01}.

En ce qui concerne la probabilité sur 'espace €2, il y a beaucoup de choix possibles. Nous n’allons pas nous
restreindre & un choix précis, mais nous allons simplement supposer que la probabilité de laisser ou non ses
chaussures devant la porte ne dépend pas du sexe, en particulier, nous supposons que les éléments de [’événement
A sont équiprobables. Par conséquent, si B = {FF} x {0,1}? désigne I’événement que les deux enfants sont
des filles, on a P(B|A) = 1/2. En conclusion, la probabilité que le deuxiéme enfant est une fille vaut 1/2,
contrairement & 1/3 dans la premiere solution.

Exercice 5. 1. On a pour tout k € {0,...,2n},
k
P(X+Y=k)=> P(X=i,Y=k—1)
i=0

k
1
= CE E lii<n, k—i<n)
i=0

_ 1 {Zi&: k<n

(n+1)2 Y0, 1 k>n,
B 1 k+1, k<n
C (m+D2 | 2n—k+1 k>n,

si bien que
min(k+1,2n—k+1) n+1-—|k—n|
PIX+Y =k)= =
X+ ) (n+1)2 (n+1)2
et P(X +Y = k) =0 pour tout k& ¢ {0,...,2n}. Pour la loi de X — Y, on remarque que (X,n—Y) a

méme loi que (X,Y), si bien que pour k € {—n,...,n},

PX-Y=k=PX+n-Y)=n+k)
—P(X+Y =n+k)
min(n +k+1,n—k+1) n+1— |k
(n+1) - (n+1)?
et P(X +Y =k) =0 pour tout k & {—n,...,n}.

2. Premiere fagon. Par linéarité de I’espérance,

E[X + Y] = E[X] + E[Y] = 2E[X].

Or, lespérance de X vaut

1 - n
E[X] = k=—
[X] n—|—1kz:;) 2’
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si bien que E[X + Y] = n (un calcul plus astucieux est le suivant : puisque X est de méme loi que n — X,
on a 2E[X] =E[X]|+E[n - X] =E[X +n— X] =E[n] =n).
Deuxieme fagon. On passe par la loi de X + Y : par la premiere partie de ’exercice,

min(k+ 1,2n —k+ 1)
E[X +Y] = Zk; CEE :

On peut calculer cela de maniere un peu fastidieuse, mais on peut aussi remarquer comme ci-dessus que
X +Y est égale en loi & 2n — (X +Y), si bien que

E[X +Y] = %]E[X—i—Y—i—Qn— (X +Y)] = %E[Qn] —n.

Exercice 6 (Perte de mémoire). Soit X une v.a. & valeurs dans N. Soit n,m € N. Alors,

P(X >n+m)

P(X>n+m|X >n)= PX>n)

et donc
P(X>n+m|X>n)=P(X >m) < P(X >n+m)=PX >mP(X >n).
Posant m = 1, on voit que ceci implique que P(X > n+ 1) = P(X > 1)P(X > n) pour tout n € N, et donc
P(X > n) = ¢" pour un certain ¢ € [0,1]. Puisque lim,,_,o P(X >n) =0, on a en fait g € [0, 1).
Une condition nécessaire est alors que P(X > n) = ¢" pour un certain ¢ € [0,1). Cette condition est
également suffisante, car on a alors P(X > n +m) = ¢"™™ = ¢"¢™ = P(X > n)P(X > m). Les lois cherchées
sont alors exactement les lois géométriques G(p) pour p € (0, 1].

Exercice 7 (Perte de mémoire 2). Soit X une v.a. a valeurs dans Ry vérifiant les hypotheses dans ’énoncé.
Pour k € N posons X3 = [2¥ X |. On a alors pour tout n,m € N,

P(Xp>n+m| X, >n)=P(X >2F n4+27%m| X >27Fn) = P(X > 27Fm) = P(X} > m).

Par ’Exercice 1, X suit alors une loi géométrique de parametre pr = 1 — ¢ € (0,1]. On a alors pour tout
n €N,
P(X >27%n) = P(X}, > n) = ¢,

si bien que pour tout k € N,
gr =P(X >27F) =P(X >27*+D 9y = g2
et donc g = qu pour tout k, avec ¢ = qo € [0, 1). Par conséquent,
Vk,neN:P(X >2Fn) =¢* ™

Il vient que la fonction 2 — P(X > x)—q¢” est continue & gauche en 2 > 0 et s’annule en les nombres dyadiques
qui forment un ensemble dense dans R . On en déduit que P(X > x) = ¢® pour tout & > 0. De plus, cette égalité
est trivialement vraie pour z = 0. Par conséquent, X suit la loi exponentielle de parametre A = —log g € (0, 00]
(avec la loi exponentielle de parameétre oo la mesure dy). Ceci est alors une condition nécessaire. Cette condition
est également suffisante car si P(X > x) = ¢” pour un g € [0,1), alors P(X > x4+ y) = P(X > 2)P(X > y), et
donc la loi de X satisfait a I’hypothese.

Exercice 8. Puisque f est positive et dérivable et X > 0, on a f(X fo z)der = fo f'(x)1y<x dx. De
plus, puisque f est croissante, sa dérivée f'(x) > 0 pour tout = > 0. Par le theoreme de Fubini- Tonelli7

= ]E[/OOO F(2) 1< x dz] = /OOO E[f (z)l,<x]dz = /000 f(@)P(X > x)dx.

Exercice 9 (Formule du crible). 1. Soient Ay,..., A, € A. Alors,

n

1a,0.04, =1—1aen nag =1— H lae =1— H(l —14,).
i=1 i=1
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2. Soient A,...,A, € A. Pour tout [,n € N, notons P;,, = {I C {1,...,n} : Card(I) = I} et pour tout
I'c{l,...,n}, Ar = ;c; Ai- Par la formule de la premiere partie de 'exercice, on a

P(AyU...UA,) =E[la,0..04,]

_I—E“ﬁﬂ—l&ﬂ
(-1 Z 1AI]

i
IE€EP; n

Il
-

NE

:1—E{

N
Il
<

n

—E[> (-1 Y 14

1=1 IEP,,

(-D'"7" Y ElLa]

1 I€P n

(=D > P(A).

1 IGlen

[
M=

[
M=

Ceci est la formule du crible.

Exercice 10. On calcule d’abord la probabilité que Pascal aurait gagné le jeu (elle est plus facile a calculer que
celle que Fermat I’aurait gagné). Au maximum, 4 lancers de piece sont nécessaires, donc on se met sur 1’éspace
de probabilité Q = {P, F}*, ou le i-itme P/F désigne que Pascal/Fermat gagne le i-iéme lancer en question.
L’événement A que Pascal gagne est alors A = {PPPP,PPPF,PPFP,PFPP,FPPP}, et sa probabilité est
alors P(A) = 5/16 = 31.25% < 46.67% = 7/15. On comprend alors que chacun a proposé ce qui arrange le
plus.

Néanmoins, on peut argumenter que la proposition de Fermat est la plus juste. La continuation du jeu aurait
été équivalente & une expérience de Bernoulli qui donne Pascal/Fermat gagnant avec probabilité 31.25%/68.75%.
De distribuer ce pourcentage du montant total correspond a donner a chacun [’espérance de son gain. Ceci
est communément interprété comme une solution “non biaisée” est donc la “plus juste”. Notons aussi que la
proposition de Pascal n’a peu a voir avec les mécanismes du jeu et donc avec ce qui a été conclu au préalable.

Exercice 11. Soit (X,Y) un vecteur aléatoire uniforme sur [0, 1]2. On a alors pour toute fonction f: R — R
mesurable bornée,

By = [ ey

1 14z
:/dx/ flz+y—2a)dy chgt de var. y — y —
0
1 x2
= / dx/ l(wgy, 1+w2y)f(y) dy
0 0
2 1
= / dy f(y)/ lp<y, a>y—1) dx thm de Fubini
0 0

:A,ﬂwmmwﬂ—ywy

La loi de X + Y est alors celle de densité fxiy(y) = min(y,2 —y) =1 — |1 — y| sur [0,2]. Puisque X — Y est
égale en loi & X +Y — 1, cette loi est alors celle de densité fx_v(y) = fx+y (1 +y) =1—|y| sur [-1,1].

Exercice 12 (Loi gamma). 1. On a

0o 0o
z= r
/ x(x—le—,Bz dx ﬁ: Yy ﬁ_a/ ya—le—y dy _ (Z‘) .
0 0 B

On a alors co g = %

2. La loi exponentielle de parametre A est la loi sur [0, 00) de densité Ae=**. C’est donc la loi I'(1, \).
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3. Soit N ~ N(0,1). On a pour toute fonction f : R — R mesurable bornée,

E[f(N?)] / f@?)e /2 de K / Sy

donc la loi de N? est celle de densité proportionnelle & y~1/2e=%/2 sur [O,oo). 11 s’agit donc de la loi

r(1/2,1/2).

4. Soit G ~ T'(a, B) et b > 0. On a alors pour toute fonction f : R — R mesurable bornée,

E[f(0G)] oc/Rf(bx)a:“*e*ﬁfdm b%?y/Rf(y)yaflefw/b)ydy_

Ceci montre que bG ~ I'(a, 5/b).

5. La loi de G + G est la loi sur R de densité la convolué de celles de G et G, c’est a dire

fG1+G2 /fG1 fG2 x — )
> / Lysoy™ e, yso(z — y)*2 e Pv) dy
R
x
0

1
= e frgerteatt / y T (1 - y)r T dy y =y,
0

o e Prgontaz—1

Ceci montre que Gy + G ~ I'(a1 + as, B).
6. Par la partie précédente de I'exercice, il vient par récurrence que » . | G; ~ (37" | o, ).
7. Soit G ~ T'(a, B), a, B > 0. D’apres la partie 4, on a SG ~ I'(«, 1), si bien que pour tout n € N,

E[(3G)"] = ﬁ /0 e igne e gy — ”;“(;‘)") o,

ot a™ =aqa---(a+n—1) (la fonction de Pochhammer). Ceci donne E[G"] = B~ "a(™).
Si N ~ N(0,1), alors N2 ~ T'(1/2,1/2) d’apres la partie 3. On a alors pour tout n € N,

E[N?"] = E[(N?)"] = 2"(1/2)(™ =1---(2n —3)(2n — 1).
De plus, puisque N et —N ont méme loi, on a pour tout n impaire, E[N"] = E[(—N)"] = —E[N"], si
bien que E[N"] = 0.
8. Soit G ~ I'(a, B), 0, 8 > 0. On a alors pour tout A € R,
oo
va(\) = E[e?C] = ca’ﬁ/ S
0

Comme pour la loi normale, on dérive en A et on integre par parties :

oo
Fo) =i [ eate s
0

o . a > iz, . a—1 _—pBx
= Cq, Bt ; e e P d
B —=1iXx Jo

=3 fﬂiwc(/\)

Ceci donne pour une constante C' € C,

pc(A) =C(A+ Bi),

o= (533) = (+7m)

Montrons les propriétés établies dans les parties 4, 6 et 7 :

et puisque pg(0) =1,
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—Sib> 0, 0na (Y = wa(bd) = (555x) = (5l - et done bG ~ T(a. B/b).

— SiGy,..., G, sont des v.a. indépendantes de lois respectives I'(«y, §), avec a1, ..., ay, 8 > 0, alors
n 6 [e73 6 ay+-tag
A) = PYEER A) = = )
porese ) =pe) e =11 (5775) = (7%

Donc, G+ -+ Gp ~T(aq + -+ + ap, B).
— On a pour tout n € N,

dar _ Blala+1)---(a+n—1)

EG" =i "—— A = ’ _ B—n (n),
(G =" e (B — in)o+n N R
avec o™ = a(a+1)---(a+n—1).
Exercice 13 (Méthode de premier et second moment). 1. Puisque X prend ses valeurs dans N, on a par
I'inégalité de Markov,
EX

P(X #£0) =P(X > 1) < — = EX.

2. On note que X = 0 implique |X — EX| > EX. Par I'inégalité de Chebychev, on a alors

B Var(X)

P(X =0)<P(|X —-EX|>EX) < W’
si bien que (X)
Var(X

PIX#A0)=1-P(X=0)>1- EX?

3. Par l'inégalité de Cauchy—Schwarz, on a

EX = E[X1xs0) < /EXCIEl(1x0)%] = VEX?JB(X £ 0).
En élevant les deux cotés de 1’équation au carré, puis divisant par E[X 2], on obtient I'inégalité souhaitée :

(EX)?
E[X?]"

P(X #0) =

4. On observe les équivalences suivantes :

Var(X) _ (EX)?

' EN? S E
Var(X)  (EX)? — E[X?]
<— — <

(EX)* — E[X?]

Var(X) _ Var(X)

(EX)? — E[X?]
Or, puisque E[X?] = (EX)? + Var(X) > (EX)?, la derniere inégalité est toujours vérifiée. Ceci montre
que 1 — ‘(’f;T(;? < %, ce qu’il fallait démontrer.

Exercice 14 (Méthode de premier et second moment : application). 1. Si I, > 1, alors il existe un i €
{0,...,n — Kk}, tel que X;41 = -+ = X,y = 1, autrement dit, la suite X3,...,X,, contient k£ uns
consécutifs. Réciproquement, si la suite Xq,..., X, contient k uns consécutifs, alors soit i le plus petit
indice dans {0,...,n — k} tel que X;41 = -+ = X;4. Si¢ > 0, on a alors X; = 0, sinon ¢ — 1 serait

également un tel indice, ce qui serait en contradiction avec le fait que ¢ en est le plus petit. De plus, si
i =0, alors X; = 0 par définition. On a alors I}, > 1.

2. Par linéarité de ’espérance, on a

n—=k n—=k
Ellin] =) Ells] =) P(B)
1=0 =0
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Notons que

P(By) =P(X; =--- = X3) =27%,
Vie{l,....n—k}:P(B)=P(X; =0, Xj11 == Xy = 1) =271,

Il vient que

Elljn] = 27% + (n — k)2~ (k+1)
=(n—k+2)27F1

B, =E| Y 1plg,
0<i,j<n—k

> P(BiNB)

0<i,j<n—k

= > PB)+ > P(B; N By).

0<i<n—k 0<i,j<n—k, i#j

Pour calculer P(B; N B;) pour 4,5 € {0,...,n—k}, ¢ # j, on distingue entre deux cas : si 1 < |i—j| < k,
alors B; N B; = (), tandis que si |i — j| > k, alors B; et B; sont indépendants. Dans tous les cas, il vient
que

P(B; N B;) < P(B;)P(B;y).

I en suit la borne suivante sur E[I7 ] :

E[l,]< > P(B)+ Y. PB)P(B))

0<i<n—k 0<4,j<n—k, i#j
2
< Z P(Bi) + Z P(Bv)
0<i<n—k 0<i<n—k

= El.n] + (E[I1.])°.
4. Par I'Exercice 14 de cette feuille et I’égalité des événemnents A ,, = {Ijn # 0} = {Ixn > 1}, on a

(Ely ,)?
——— < P(Akn) < Elg .
Bz, = Akn) S Bl

La borne supérieure découle alors directement de I’expression de Elj ,, obtenue dans la partie 2. De plus,

par la partie 3, on a
(E—rk,n)z > (EIk,n)2 Efkm

E[Ilg,n] N E[Ikm] + (E[Ik,n])2 1 + E[Ikm]’

si bien que la borne inférieure découle encore de I’expression de Elj ,, de la partie 2.

5.
k 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
borne sup 25.2500 12.5000 6.1875 3.0625 1.5156 0.7500 0.3711 0.1836 0.0908 0.0449
borne inf  0.9619  0.9259  0.8609 0.7538 0.6025 0.4286 0.2707 0.1551 0.0833 0.0430

Exercice 15 (Borne de Chernoft). 1. On a pour tout A > 0, {X > z} = {e* > €}, si bien que par
I'inégalité de Markov,
P(X > z) = P(eM > M) < E[eM]e™?* = ¢~ (=0 (V)

En minimisant sur A, on a

P(X > z) < inf e=P*=¢N) = exp(—sup[Az — p(N)]) = e 1@,
A20 A>0
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2. Soit ¢, (A) = log E[eMXat-+X)) et I, (2) = supyso[Az — @5 (N)]. Par indépendance,
pn(A) = log E[eMX1 X)) — 1og E[e*X]™ = ngp(A).
Par conséquent, on a pour a € R,

I,(an) = sup[han — np(\)] = nl(a).
A>0

L’inégalité découle alors de la borne de Chernoff de la deuxieme partie.

Indépendance de tribus, fonctions génératrices, sommes aléatoires,
vecteurs gaussiens

Exercice 16. On définit les classes suivantes
C={0,{z=0}{z>0}}, D={0,{|z|=0}} U{{|z|] € B}; B C]0, 0] mesurable}.

Alors ces classes sont stables par intersection et on a A = o(C), B = o(D). Par un théoréme du cours

(conséquence du lemme des classes monotones), les tribus A et B sont alors indépendantes si et seulement
si les quatre équations suivantes sont vérifiées :

P({z = 0} N {|z| = 0}) = P(z = 0)P(|z| = 0) (1)
P({z > 0} N {|z| = 0}) = P(z > 0)P(|z[ = 0) (2)
P({x =0} n{|z| € B}) =P(z = 0)P(Jz| € B) VB C]0, co| mesurable (3)
P({x > 0} N {|z| € B}) = P(z > 0)P(|z| € B) VB C]0, co[ mesurable. (4)
On a alors
(1) <= Pz =0)=P(z =0)? < P(z =0) € {0,1}
(2) < 0=P(z>0)P(Jz|=0) <= P(x >0)=00uP(x=0)=0
(3) <= 0=P(z =0)P(Jz| € B) VB C]0, 00[ mesurable <= P(z =0) =0 ou P(|z| > 0) = 0.
Les équations (1),(2),(3) sont alors vérifiées ssi P(x = 0) € {0,1}. De plus, on a
(4) <= P(x € B) =P(x > 0)P(|z| € B)VB C]0, co[ mesurable
< P(x € B)=P(z > 0)(P(x € B) + P(—x € B))VB C]0, co[ mesurable
<~ (1-P(z >0))P(x € B) =P(z > 0)P(—x € B)VB C|0, co[ mesurable.
En conclusion, on a A L B ssi P(x =0) =1 ou P(x = 0) = 0 et il existe p € [0, 1], tel que
(1 —p)P(z € B) = pP(—x € B)VB C]0, co| mesurable.
Exercice 17. 1. Notons p, = P(X = n). Puisque gx(z) = E[zX] = Y07 (pnz™ et > p, = 1, la série

converge pour tout |z| < 1, et donc le rayon de convergence est d’au moins 1.

2. Puisque le rayon de convergence de la série gx(z) est au moins 1, on a pour tout |z] < 1,
2)=> prk(k—1)- (k=1+1)z"" =EX(X = 1) (X —n+1)zX7"].

En faisant tendre z 1 1, on obtient alors par convergence monotone,

mn

= lim
z=1 lel dz”gX( ?)

zll%lil]E[X(X—1)...(X_n+1)ZX—n]

d’rL
ng( )

—E[X(X —1)- (X —n+1)].
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3. Loi de Poisson : Soit P ~ Po(A), A > 0. On a alors

_aAT .
gP(Z):Ze )\T:e)\( 1).
n=0
Par conséquent, on a pour tout n € N*,
E[P(P—1)---(P—n+1)]=—gp(2) ="

Cd2m z=1
En particulier, E[P] = \, E[P?] = E[P(P — 1)] + E[P] = A\? + )\, et donc Var(P) = E[P?] — E[P]?> = \.
Loi binomiale : Soit B ~ Bin(n,p), p € [0,1]. Puisque B peut s’écrire comme la somme de n v.a. Ber(p)
indépendantes, on a

98(2) = gBer(p) (2)" = (1 = p) +p2)".
Par conséquent, on a pour tout k£ € N*,

k
E[B(B—l)'“(B—k-Fl)]:%QB(Z) Z:lzpkn(n—l)-~-(n—k—|—l).

En particulier, E[B] = np, et donc
Var(B) = E[B(B — 1)] + E[B] — E[B]? = p*n(n — 1) + np — (np)? = np(1 — p).

Loi géométrique : Soit G ~ Geo(p), p € (0,1]. On a alors

[o'e) e’} p p
_ pz = ((1=p)z—1) + &
_ 1— n—1 n _ 1— n,n _ — p p
gG(Z) nz::l( p) bz ng( p) z 17(17]9)2 17(17]))2
_ P 1
N 17p+17p 1-(1-p)z
Par conséquent, on a pour tout n € N*,
d p (1—p)"n! (1-—p)"'n!
EG(G-1)---(G — 1] =— = . = —
[ ( ) ( n+ )] dZ"gG(Z) 21 1—p (1 — (1 — p)z)"'H 1 pn

En particulier, E[G] = 1/p, et donc
Var(G) = E[G(G — 1)] + E[G] - E[G]* = 2(1 - p)/p* + 1/p — 1/p* = (1 = p)/p*.

Exercice 18. On a par indépendance, pour A € R?,

oo (oo}
E[e S0 Xa] — E[Z ei)\(X1+"'+X")]1N=n:| = ZE[ei)‘(X1+-"+Xn)]HD(N =n)

n=0 n=0

=Y ex(N"P(N =n) = Elpx ()] = gn (0x (V)
n=0

et donc PN x, =GN O PX-
Exercice 19. Si N ~ Geo(p) et X; ~ Exp(8), p € (0,1], 5 > 0, alors

B
Pa=ix B pB pB

T 1-(-p)gly B-iA-(1-pB  pB-iX

gn(px (V)

et donc 25:1 X, suit une loi exponentielle de parametre pfS.
De méme, si N ~ Geo(p) et X1 ~ Geo(q), p,q € (0, 1], alors

Py ((feM) x pge™ pge
gn(px (V) = —— = 7 > = e
1-(1-p)ism 10 —ge? = (1 —pge™  1—(1—pg)e?

i\
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et donc 22;1 X,, suit une loi géométrique de parametre pq.

Les deux résultats se ressemblent parce que les lois géométriques et exponentielles possedent tous les deux la
propriété de perte de mémoire, i.e., si G ~ Geo(p), alors conditionnellement & G > k, on a encore G—k ~ Geo(p).
De méme, si X ~ Exp(/3), alors conditionnellement & X > x, on a encore X —x ~ Exp(3). C’est cette propriété
qui se cache derriére ces résultats. D’ailleurs, de la méme fagon qu’une suite de variables géométrique peut
étre construite a partir d’une suite de v.a. Bernoulli indépendantes, une suite de v.a. exponentielles peut étre
construite a partir un analogue continu de la suite de v.a. Bernoulli : le processus de Poisson homogéne sur R.

Exercice 20 (Loi multinomiale). 1. Notons X/ = (Lyiz1),---» 1(yizp)), si bien que X = > X9, Pour
t=(t1,...,t;) € R, on a alors,

n

o) =E[J[ ¥

=1

i
n L

= H E[e”'XJ] par indépendance

i=1

]E[ei(tl1(y1:1)+'“+tk1(y1:)€))])n

o~ o~ =

— p1€it1+"'+pk€itk)n

2. D’apres l'exercice 3, la fonction caractéristique du vecteur S est égale a la composition de la fonc-
tion génératrice de la loi de Poisson, gi(z) = M1 avec la fonction caractéristique du vecteur
(L(y1=1),. .., 1(y1=g)) calculée ci-dessus (poser n = 1). Ceci donne

k
it it it
SDSA({) — Mpre"t e tpreth—1) | Iekpz(e lfl),
=1

car Ele pr = 1. Il vient que le vecteur aléatoire suit la loi Po(Ap1) ® - - - ® Po(Apy), i.e. ses composantes
sont indépendantes de lois de Poisson de parametres respectifs p1 A, ..., pgA.
Exercice 21. 1. Cov(X,Y) est de dimension n x m.
2. On a Cov(Y, X) = E[(Y —E[Y])(X — E[X])T] = E[(X — E[X])(Y —E[Y])T]T = Cov(X,Y)T.
3. On a
Cov(AX,Y) = E[(AX —E[AX])(Y — E[Y])T] = E[A(X — E[X])(Y — E[Y]))T] = ACov(X,Y).

Par conséquent, d’apres la partie 2, Cov(X, BY) = Cov(BY, X)T = (B Cov(Y, X)) = Cov(X,Y)BT.
Ces deux formules donnent alors, ¥ 4x = Cov(AX, AX) = ACov(X, X)AT = AXx AT.

4. On a d’apres la partie 2, X% = Cov(X, X)T = Cov(X, X) = X, donc Ex est symétrique. De plus, on
a pour tout v € R”, d’aprés la partie 3, en remarquant que v X est une v.a. réelle,

vI'Sxv = Y,rx = Var(v? X) >0,

si bien que X x est positive.

La symétrie de X x implique qu’elle est diagonalisable sur R et que ses espaces propres sont orthogonaux,
en particulier, il existe une base orthonormale de vecteurs propres de X x. La positivité implique en plus
que les valeurs propres sont positives.

5. On a d’apres la partie 3, Var(v? X) = 7Y yv. Par conséquent,
vT X est dégénérée <= Var(v'X) =0 <= vTSxv =0 <= v € ker(Zx).

Ici, la derniere égalité peut-étre démontrée par exemple en décomposant v selon une b.o.n. de vecteurs
propresde X x : Sieq,...,e, est une telle b.o.n., de valeurs propres A1,..., A, > 0,et v = are1+- - -+ape,,
alors v7Sxv = 31" a?);, et donc vISxv = 0 si et seulement si a; = 0 pour tout i tel que \; = 0, ce
qui signifie que v € ker X x.

10



Probabilités : Exercices (corrigé) M1 Mathématiques Fondamentales, Université Paris-Saclay, 2017-2018

Exercice 22 (Vecteur gaussien standard). 1. Ona || X||3 = X? + -+ + X2. Les variables X? sont iid de
lois T'(1/2,1/2), si bien que || X3 ~ T'(n/2,1/2). On a alors pour toute fonction f : R — R mesurable
bornée,

E[f(1Xl2)] = 2"/2;(”/2)/0 F/D)a > e/ dy
1 o0 o e
:2n/2r(n/2)/0 Fy)y"2e v 22y dy

1 o IR
= - n d .
2”/21F(n/2)/0 fyy" e y

Par conséquent, || X |2 soit la loi de densité myn—le—yz/ 2 sur Ry.

2. Soit O € O(n). Alors OX est encore un vecteur gaussien. Notons que E[X] = 0 et ¥ x = I, la matrice
d’identité. On a E[OX] = OE[X] = 0 et Sox = OIOT = OOT = I. Puisque la loi d'un vecteur gaussien
est déterminée par son espérance et sa matrice de covariance, OX est alors un vecteur gaussien standard
n-dimensionnel.

3. Soit O € O(n). On sait depuis le dernier exercice que OX X Ona alors,
loi
O(X/[Xl2) = (0X)/[IX |2 = (0X)/[|0X]]2 = X/|| X2
4. Soit f : R — R mesurable bornée, B C S"~! mesurable et O € O(n). On a alors

(071 B) = E[f (| X[2)10-15(X/|IX]l2)] = E[f(|0X]2)15(0X/[|OX||2)]
= E[f(IX[l2)15(X/ [ Xl2)] = 17 (B),

par la partie 2 de I’exercice.

5. Soit f : R — R mesurable bornée. On vient de montrer que ps est invariante par l'action de tout
O € O(n). Par conséquent, il existe une constante cy telle que uy = cyo™ 1. On a

cf = cpo"H(S"TY) = pp(S"T) = E[f (I X|2)).
Par conséquent, on a

E[f(1X[l2)15(X/IIX2)] = 1 (B) = E[f (1 X|l2)le"(B) = E[f (| X [l2)[E[15(X/[ X]]2)]-

En prenant f = 1,4 pour tout ensemble A C R mesurable, on voit alors que || X||2 et X/||X||2 sont
indépendantes.

Exercice 23 (Méthode Box—Muller). On sait d’apres le dernier exercice qu'un vecteur gaussien standard
2-dimensionnel s’ecrit comme le produit RV, ou R et V sont des v.a. indépendantes, R est & valeurs dans
(0,00), R? ~ I'(1,1/2) = Exp(1/2) et V est uniformément distribué sur le cercle S*. Pour construire R, on
remarque que si F'(z) = e~* désigne la queue de la loi Exp(1) et W une v.a. uniforme sur l'intervalle (0, 1),
alors F~1(W) = —logW ~ Exp(1). Par conséquent, 2(—logW) ~ Exp(1/2) et donc R est égale en loi a
v 2(—log W). En ce qui concerne le vecteur aléatoire V', si U ~ Unif(0, 1), alors 2nrU ~ Unif(0, 27), et donc V
est égal en loi & (cos(27U), sin(27U)).
Résumant le dernier paragraphe : si on pose

(X,Y) = \/2(=log W)(cos(2nU), sin(27U)),

alors (X,Y) est un vecteur gaussien standard 2-dimensionnel.

Cette méthode est nettement meilleure que la méthode par inversion de la fonction de répartition, car la
fonction de répartition ne possede par de formule analytique. Elle devrait alors étre calculée par des méthodes
de quadrature de l'intégrale fmoo e=v’/2 dy, ce qui est plus couteux que les opérations ci-dessus.

Exercice 24 (Extrait du partiel 2013). 1. On a
W=2+(2 -1) ()Y()

11
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et donc W est une transformation affine du vecteur gaussien (X,Y)? et donc une variable gaussienne.
OnaE[W]|=2+24+0=4cet

Var(W) = (2 —1)% (_21> —2,

donc W ~ N (4,2).

2. (Z,T)T est un vecteur gaussien de moyenne nulle et matrice de covariance Id. Par conséquent,

(+47)= ()G ) G)

est également un vecteur gaussien, d’espérance (1,0)7 et de matrice de covariance

(196>

Ceci montre que (1+ Z,Z +T)T et (X,Y)T ont méme loi.

3. D’apres la derniere partie, on a
(X —12+ (Y - X+1)22 224 T2~ T(1,1/2),

puisque Z2 et T? sont iid de loi I'(1/2,1/2). De plus, S suit la loi I'(1,1/2) et est indépendante de (X,Y)T
par hypothése. Par conséquent,

(X -1+ -X+1)°+S~TI(2,1/2).

Exercice 25. 1. Vu que les vecteurs gauches et droits sont centrés, 'équation (X,Y)7 o A(G1,G2)7T est
équivalente au fait que les matrices de covariance a gauche et & droite coincident. On cherche donc A

telle que
1 1
AAT = E - (1 2) .
5 1

Or, la forme quadratique associée a X est

2

[

2 2 1,\2 3.\2 1 % T
¥ t+ry+y =(x+§y) +(2y) =g ¥ y
2

Ainsi, par identification des formes quadratiques on obtient ¥ = AAT avec
1 IN\T 10

A= 0o ¥3) — (L1 3

2 2 2

On peut vérifier par calcul direct que cela marche en effet.

2. D’apres la premiere partie,
P(X >0,Y >0) =P((G1 >0, $G1 + %Gy > 0) =P((G1,G»)" € C),

ot C est le cone C = {(z,y)T € R?* : 2 >0, 1z + @y > 0}. C’est donc l'intersection des deux demi-plans
de vecteurs normaux intérieurs (1,0)” = (cos(0),sin(0))7 et (3, ?)T = (cos(r/3),sin(7/3))T. L’angle
au sommet du cone est alors m — m/3 = 27/3. Par invariance par rotation du vecteur gaussien standard
(G1,G2)T, on obtient alors

2 1
P(X >0,V >0)=P(G1,Gy)T € 0) = 7277/3 =3
s

12
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Tribu terminale, convergence presque siire, lemme de Borel-Cantelli

Exercice 26 (Tribu terminale). 1. Vrai. On a pour tout n € N, limsup,,_,.o Xy = limsup,,_,.c Xn+tm-
Par conséquent, lim sup,,,_, .. X est mesurable par rapport & o(X,,, X 11, ...), et done {limsup,,,_, .o Xm <

oo} eT.
2. Vrai (méme raison que 1, lim,, oo X, est mesurable par rapport a o(X,,, X,+1,...) pour tout n € N).

3. Faux. Supposons qu'il existe A € A tel que A3 = R x A. Alors on aurait w = (wg,w1,...) € As ssi
(0,w1,ws,...) € Az. Mais ceci est faux, car (1,1,...) € A3, mais (0,1,1,...) ¢ As.

4. Faux, car (1,1,...) € Ay mais (0,1,1,...) ¢ A4. On raisonne alors comme dans 3.

5. Vrai. Posons S, = > ;" ; Xi. On a pour tout n € N, limsup,, o, Sm < 0o ssi limsup,, o (Sm — Sp) <
00. Or, limsup,,_,o.(Sm — Sn) est mesurable par rapport a o(X,4+1,Xn12,...) pour tout n € N. Par
conséquent, As € o(X,,, Xpt1,...) pour tout n € N et donc A5 € T.

6. Faux, car la premiere valeur influence la valeur de la somme. Formellement, on a (0,0,...) € Ag, mais

(1,0,0,...) ¢ Ag. On raisonne alors comme dans 3.

Exercice 27. 1. On a pour tout ng € N, A, =BnCet{ A, = BUC. Par conséquent,

n>ngo n>ngo

liminf A, = U ﬂ A,=BnNC et limsupd, = m U A, =BUC.

noeENn>ng noeENn>ng
2. Par les regles de De Morgan,

(liminf A,,)¢ = U ﬂ A, | = m U A¢ = limsup AS,.

noeENn>ng noeENn>ng
3. On a pour tout w € ),

1, sidngeNVn>ng:1y, (w)=1

liminf 14, (w) = sup inf 14, (w)= { )
0, sinon

noeN n>ng

0, sinon

_{1, sidng e NVn>ng:we A,

== ]llim inf A, (w)

Un raisonnement analogue donne l’égalité pour limsup, mais on peut aussi la déduire de 1’égalité
précédente en remarquant que

Tiimsupa, =1 — Limsup 4,,)e
=1 — Ljiminf Ac par la derniere partie
=1-—liminf 1 4¢ par I'égalité pour lim inf
=1—liminf(1 —14,)
=1—(1—limsuply,)

=limsuply,, .
On a alors par le lemme de Fatou
P(liminf 4,,) = E[liimint 4,] = E[liminf 14 ] <liminf E[1 4, ] = liminf P(4,,).
Avec la derniere partie de I'exercice, ceci implique,

P(limsup A,) = 1 — P(liminf A7) > 1 — liminf P(A5) =1 — (1 — limsupP(4,,)) = limsupP(4,,).

13
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Exercice 28. Convergence en probabilité :

Xy ——0 < VYe>0: P(| X, >¢) =0 par définition
n—oo
— PX,=1)—=0 car X, € {0,1} Vn € N*
<~ p, — 0.

Convergence presque siire :

X, =0 ps. < INecNVYn>N:X,=0 p.s. car X,, € {0,1} Vn € N*
< P(limsup A4,) =0
<= Z Prn < 00 par le lemme de Borel-Cantelli.
neN*

Exercice 29. On sait deja que la convergence p.s. entraine la convergence en probabilité.

Réciproquement, supposons que S, converge en probabilité vers une variable S. Alors la suite de v.a. (R, )n>0
définie par R, =S — S, = X,41 + Xpy2 + ... converge en probabilité vers zéro. Or, comme les variables X,
sont positives, (R, ) est une suite décroissante minorée par zéro donc elle converge presque stirement. Sa limite
en probabilité étant zéro, sa limite presque stire est aussi zéro.

Preuve alternative : Convergence en probabilité implique exristence d’une sous-suite qui converge presque
surement. Utiliser ensuite le fait que la suite est croissante pour conclure.

Exercice 30. On a
2

2 Y X X;= Y XiX;= ) Xinfin: > X fixf.
1 1=1

1<i<j<n 1<i#j<n 1<i,j<n i= 1<i<n

Par la loi forte des grands nombres, on a quand n — oo,
2 2

1 n 1
- xX;| = = X; 2 ps.
n(n —1) Z n—1\n Z TH, DB

1<i<n 1<i<n

De plus, puisque E[X?] = Var(X;)+E[X;]? < co par hypothese, on a, encore par la loi forte des grands nombres,

1 n
-3 X7 - E[X7], ps,
n

i=1
et donc
1 n
—— ) X? =0, ps.
n(n —1) ; i P
Ceci donne
n\ ' 1 T
= ) _ 2 2
(2> el | DI I 9 Y
1<i<j<n 1<i<n =1
Exercice 31. 1. Si E est une v.a. de loi exponentielle de parametre A, alors P(E > x) = e~ pour tout

x > 0. Par conséquent, P(T, > 1) = e~ () = 1/k et P(T}, > 14 ¢) = e~ (1H)In(k) — 1 /f1+e,

2. Borne inférieure : Puisque Y ;o P(T}, > 1) = > 72, 1/k = oo et que les T, k > 2 sont indépendantes,
la seconde partie du lemme de Borel-Cantelli implique que presque sirement, T, > 1 pour un nombre
infini de k, et donc

limsupT; > 1, p.s..

k—o0

Borne supérieure : Pour tout € > 0, Y72 P(Ty > 1+4¢) = > 7o, 1/k'™¢ < co. Le premiére partie du
lemme de Borel-Cantelli implique alors que p.s., Ty < 1+ ¢ pour tous sauf un nombre fini de k, et donc

limsupT, <14¢, p.s..

k—o0

14
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Puisque les événements {limsup,_, ., Tk < 1+ 1/N} sont décroissants en IV, il vient

P(limsup Ty < 1) = lim P(limsupT; <14+ 1/N)=1.

k—s00 N—oo k—o00

En combinant les deux bornes, on obtient

limsupTy =1, p.s..

k—o0
Exercice 32. 1. Soit @ > 0. On rappelle que E[X] = fooo P(X > z)dz. Il vient que
Z/ X>x)dx22a}P’(X2an),
n=1"a(n—1) n=1

puisque P(X > x) est décroissante en z. De méme,

E[X]—i/an P(X >z)d §i P(X >a(n—1) :i P(X > an).

n—1 a(n—1)

Ce qui montre que Y~ (P(X > an) = 0 <= E[X]| = .

2. Puisque les X, sont indépendantes, on peut appliquer les deux partie du lemme de Borel-Cantelli et la
premieére partie de l'exercice done alors pour tout a > 0,

. 0, siE[X]< oo
P(1 X, > _
(limsup{X,, > an}) {1 S B[] = oo,
Pour finir, supposons d’abord que E[X] = oo, alors
1
P(lim sup —X,, = 0) m {X,, > Nn pour un nombre infini de n})
NEN*
=P( ﬂ limsup{X,, > Nn})

=1

)

puisque l'intersection d’un nombre dénombrable d’ensembles de probabilité 1 a encore probabilité 1. De
maniere analogue, quand E[X] < oo,

1
P(limsup —X,, = 0) = P( ﬂ {X,, < n/N pour tous sauf un nombre fini de n})

" NeN~*

=P( ) liminf{X, <n/N})

NeN~
=1-P( U limsup{X,, > n/N})
NeN* n—oo
=1,

puisque 'union d’un nombre dénombrable d’ensembles de probabilité 0 a encore probabilité 0. CQFD.

Exercice 33 (Loi du logarithme itéré.). 1. On a pour n assez grand,
> n—1 < n > n—1 ? 3 A
P(Ogrggic{nSk > Kh(K" 7)) <2P(S|gn] > Kh(K" 7)) par Uestimée (2)

=2P(X; > Kh(K"Y)/\/|K"]) puisque S| g | IOJ\/WXl
<2P(X, > K"/ 2p(K"Y))

< 2exp(—K* "K" 'loglog K"™')  par lestimée (1)
=2((n—1)logK)™ ¥

15
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Puisque Y7 ,((n — 1)log K) = < oo, le lemme de Borel-Cantelli donne que
1)) > =0.
B(limsup{ max (Se/h(K" ) 2 K}) = 0

n—oo <

Par conséquent,

Shn Sk
(llfrbrl—?olip m >K)<P (hgi}solip {Kn_rlngagigkn h(K” T > K}) par croissance de h

< i > K
<P <hrrln_>solip {o%?’én h(K" D= }
=0.

Ce qui implique que limsup,,_, ., hS( ) < K presque stirement.

2. Par décroissance des événements, on a
P(lim s Sn <1)= 1 P(lims Sn <1+1/N) 1,
imsup —— = lim imsup —— =
par la partie précédente de I’exercice.
3. Montrons d’abord que les événements sont indépendants. Notons pour k € N*, Ay = o(Xq,..., Xpm-1)
et Ay = o(Xprr-141,...,Xpzx), si bien que
Ay, A 1 €A, et A J_Zk,
puisque les X,, sont indépendantes. On décompose ’événement Ay en Ar = B N Cy avec
Cy = {sen(Syrx — Spe-1) = sgn(Sye-1)} € A V Ag.
On a alors pour toute v.a. réelle Y bornée et Ag-mesurable,

E[Y14,] =E[Y1¢,15,]
= Z E[Y]l(sgn(SMk,l):s)]l(sgn(SMk7SM;C,1):s)]lBk]
se{-1,1}
Z E[Y]l(sgn(SMkfl):S)]'E[]l(ign(SMk —S\k—1)= )]]'Bk] (‘AkJ—Zk)

se{-1,1}

1 oo
Z ]E[Y]l(sgn(SMk,l):s)]iP(Bk) (symetrle de SMk - SMk—l)
se{—1,1}

1
= iP(Bk)E[Y] (linéarité de I’espérance)
= P(By)P(Cr)E[Y].

En particulier, en posant Y =1, on a P(Ay) = P(By)P(Cy), et donc
E[Y14,] =E[Y]P(Ag).

Puisque A1, ..., Ar_1 € Ay, ceci donne que Ay, est indépendant de la famille A4, ..., A,_1. Par récurrence,
on obtient alors indépendance de la famille des événements Ay, k € N*.
Calculons P(Ay). On a

P(Ag) = P(By)P(Cy) = %quw — Sape—1| > rh(M*)) = P(Xo > rh(M*)// MF — MF-1),

puisque Sy — Sprr-1 est égale en loi & VMF — M*F1X, et P(|Xo| > x) = 2P(X( > z) pour tout x > 0.
Par définition de h(n), on a

Mk/ /Mk Mk‘ 1T\/ Mk

:\/21"2 M
M —
M

— \/2p(log k + log log M _ 2
V2p(logk +loglog M), avec p =1’ —

AfET loglog M*

1 log(klog M)

<1

16



Probabilités : Exercices (corrigé) M1 Mathématiques Fondamentales, Université Paris-Saclay, 2017-2018

Par l'estimée (1), on obtient alors pour k assez grand, en supposant d’abord que r > 1/2 et donc p > 1/8,

1
P(Ag) = P(Xo > rh(M*)// MF — M*—1) > e~ Plogk+loglog M)
V/8mp(log k + loglog M)

et donc, puisque e P1°8% = k=P avec p < 1,

> P(Ay) = o
k=1

Avec l'indépendance des Ay, le lemme de Borel-Cantelli donne alors P(limsup Ax) = 1. Si r < 1/2, on
borne par la probabilité du méme événement mais avec r remplacé par 1/2.

4. Soit r € [1/2,1). Choisissons M assez large tel que r < y/22=L. On définit alors Ay comme dans la partie
précédente. On note que sur 1’événement Ay, on a

|SMk| = |SMk — SIVIk—1| + |SMk—1| Z |SMk — SMk-—l‘ Z Th(Mk)

Par ’exercice précédent, on obtient,

P <1171Lnjot<1)p h(n) >r|>P lllirisip h (M) >
>P <limsup {1Snmr] = rh(Mk)}>
k—o00

> P(limsup Ag) = 1.

P <1imsup }'57’;') > 1) =P <WQN{limsup }li’;g >1— 1/m}> =1

5. Notons E; = {limsup h‘?g) > 1} et E_ = {limsup ;55 > 1}. Par la derniére partie, on a P(ELUE_) = 1.
Par symétrie de la loi gaussienne, on a en plus P(Ey) = P(E_), donc P(E}) > 1/2. Mais puisque Ey
fait partie de la tribu terminale, la loi du 0-1 de Kolmogorov donne P(Ey) € {0,1} et donc P(Ey) =

P(E_) = 1.

6. Les résultats des parties 2 et 5 donnent

Ceci implique

li S 1
msup ——~ =1, .S..
sl h(n) P

CQFD.
Exercice 34. On pose X, =Y . | 14,. Il est alors évident que
limsup A,, = {14, = 1 infiniment souvent} = {X,, — oo},

donc P(limsup A,) = 1 ssi X,, = oo p.s. De plus, puisque (X,,),>0 est croissante, X,, — 0o p.s. ssi X,, — 0o en
probabilité, donc si P(X,, < M) — 0 quand n — oo, pour tout M € N (ceci découle par exemple de I"'Exercice 29
en Pappliquant aux suites (X, A M), >0 pour tout M € N).

Pour montrer que P(X,, < M) — 0 quand n — oo, pour tout M € N, on va appliquer I'inégalité de
Chebychev. On calcule le premier et second moment de X, :

n n

Z E[]‘Ai] = Z P(]‘Ai)

=
k
I
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Le premiére hypothese se traduit par E[X,] — oo. Par conséquent,

S P(A)(1-P(4)) _ E[X,]

— 0, n — oo.

E[Xn]? T EXL)?
La seconde hypothese se traduit alors par
) Var(X,,)

Mais puisque Var(X,,) > 0 pour tout n, cela donne

lim Var(X,,)

Jm Erp =0

L’inégalité de Chebychev nous donne alors

P(X, < SE[X,]) < B(1X, ~ E[X]| > JE[X,])
4 Var(X,,)
= TEX,P

— 0, n —oo.

Puisque E[X,,] = 0o quand n — oo, cela montre alors que pour tout M € N, P(X,, < M) — 0 pour n — oo et
conclut la preuve.
Remarque : 11 suffit en fait un < liminf > au lieu du < lim sup » dans ’hypothése du théoréme (pourquoi?).

Convergences de variables aléatoires : dans L”, en probabilité, en loi

Exercice 35. Par un théoreme du cours, une famille (Z;);cr de v.a. dans R est uniformément intégrable ssi

supE[||Z;]]] < oo et lim sup supE[||Z;||1a] =0.
i€l 020 Ap(A)<s icl
On a alors par I'inégalité triangulaire et par 'intégrabilité uniforme de (X;);er et (Y3)ier,

sup E[[| X; + Yi[[] < sup E[||X;|] + E[||Y;[]] < sup E[||X;]] + sup E[||Y;|] < oo.
iel iel iel iel

De méme, on a pour tout é > 0,

sup  sup E[||.X; + Yi[[La] < sup sup E[[|X[|La] + E[||Yi]|L4]
AP(A)<S i€l AP(A)<S i€l

< sup supE[|X;[[Ta]+ sup supE[[|Yi[|14],

A:P(A)<S i€l A:P(A)<S i€l
si bien que par l'intégrabilité uniforme de (X;);er et (Y;)ier,

lim sup supE[||X;+ Y;||1a] =0.
=0 A:p(A)<s i€l

Le théoreme ci-dessus montre alors que (X; 4+ Y;);c; est uniformément intégrable.

Exercice 36. On a pour tout événement A € A,

Sup E{|£(X:)|1.4] < sup EIC(|X,]| + D1La] < CsupE[|.X,[14] + CP(4).
i€ i€ i€

En posant A = €, ceci donne sup,;c; || f(X;)|1 < Csup;e; || Xil|l1 + C < oo puisque la famille (X;);er est
uniformément intégrable. De plus, on a

lim sup  E[|f(X)||1a] <lim [C  sup  supE[|X;||[1a]+C§| =0,

020 Ac A, P(A)<6) 020\ AcA,P(A)<d) i€l

toujours parce que la famille (X;);c; est uniformément intégrable. Par conséquent, la famille (f(X;));cr est
aussi.
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Exercice 37. 1. = 2. : Convergence dans LP implique convergence en probabilité. Pour I'intégrabilité uniforme,
on remarque que pour tout n et tout événement A, on a d’apres I'inégalité de Minkowski,

(X PLa) Y = | X Lally
= [[(Xn = X + X)Tallp
< (X = X)Tallp + | X Lallp
<X = Xl + E[IX]PLA) P,

Par hypothese, on a || X,, — X||, — 0 quand n — oco. En particulier, en utilisant I'inégalité précédente avec
A =Q, on a sup, E[|| X,|]"] < cc.

Fixons ¢ > 0. Alors il existe N € N*, tel que || X,, — X||, < €/2 pour tout n > N. De plus, puisque || X|?
est intégrable par hypothese, donc uniformément intégrable, il existe &' > 0, tel que (E[|| X ||P14)"/? < £/2 pour
tout événement A avec P(A) < ¢’. Pour la méme raison, il existe 6" > 0, tel que (E[||X,,||P14)/? < ¢ pour tout
n < N et tout événement A avec P(A) < ¢”. Avec 'inégalité en haut, cela donne avec § = min(¢’, ¢"),

sup  sup (E[||X,[[PLa])/? <e/2+¢e/2=c¢.
AP(A)<6 neN*

Par un théoréme du cours, ceci montre que la famille (]| X,,||?),en+ est uniformément intégrable.
2. = 1. : Montrons d’abord que X € L? : Puisque X,, — X en probabilité, il existe une sous-suite (X, )ren

telle que X,,, converge p.s. vers X. En particulier, || X, ||” — ||X||” p.s. Par le lemme de Fatou, on a alors

E[IX]["] < lim inf B[] Xy, |[P] < oo,
— 00

par 'intégrabilité uniforme de la famille (|| X, ||?)nen+. Ceci montre que X € LP.
Montrons que X,, — X dans L”. On fixe € > 0. Par I'inégalité de Minkowski, on a

[ X5 = Xllp < [(Xn = X)x, —x)<ellp + [[(Xn = X)Ljx, —x|>ellp
<e+ HXn]lHXn—X\|>a||p + ”X]lHXn—XH>5Hp

Posons Xy = X. La famille (|| X,|?)nen est alors uniformément intégrable puisque I'union de deux familles
uniformément intégrables ’est encore. Par un théoreme du cours, il existe alors 6 > 0, tel que pour tout
événement A tel que P(A) < 4,

Sug HXn]lAHp = (E[”anlp]lADl/p <e.
ne

De plus, par la convergence en probabilité X, — X, il existe N € N, tel que pour tout n > N, P(|| X, — X|| >
) < 4. Par ce qui précede, on a finalement, pour n > N,

| X — X|lp <e4+e+e=3e
Puisque € > 0 était arbitraire, ceci montre que || X,, — X|, = 0 et donc X,, — X dans LP.

Exercice 38. Montrons que |a —b| = a4+ b— 2min(a, b) pour tous a,b € R : on peut supposer que a > b, sinon
on échange les roles de a et b. On a alors [a —b| =a —b et a+b—2min(a,b) =a+b—2b = a—b. Ceci montre
I’égalité.
On a alors pour tout n € N,
E[| X, — Xwol|] = E[X,] + E[X ] — 2E[min(X,,, X))
Puisque 0 < min(X,,, X ) < Xo pour tout n et X, est intégrable, on a par convergence dominée,

Emin(X,, X«x)] = E[X].

De plus, par hypothese, E[X,,] — E[X] quand n — oco. Il en suit que E[|X,, — X|] = E[Xx] + E[Xo] —
2E[X ] = 0, ce qui permet de conclure.
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Exercice 39. Calcul direct : Soit X,, ~ Bin(n,p,). On a pour tout k € N,

R

Inn-1)---(n—k+1 npy \ "=k
= e DR D gy (1 M)

n—oo L \k _a
—>E)\€ .

Ceci montre que X,, = Po(}\).
Fonctions génératrices : On a pour |z| < 1,

gBin(n,p")(z) = (1 — DPn +pnz)n

_ (1 (- 1)”1%)” nogo (z—1)X
n

Ceci est la fonction génératrice de la loi de Poisson de parametre A. Par le théoreme de Lévy (ou alors par
le simple fait que convergence d’une suite de séries implique convergence des coefficients), on en déduit que
X, = Po(\).

Exercice 40. Calcul direct : On a pour tout = > 0,

o0 o0

_ T [ —

P(pX, >2)=P(X, > [z/p|+ 1) =p Y  (1-pf't=1-p/Ppdy (1-prtrSe™,
k=|z/p]+1 k=0

car py peo(l— p)* = 1. Ceci montre que la fonction de répartition de pX,, tend vers celle de la loi exponentielle
de parametre 1 quand p — 0, ce qui entraine la convergence en loi de pX,, vers cette loi exponentielle.
Fonctions caractéristiques : On sait que la fonction génératrice de X, s’écrit

pz
E[z%Xr] = — % <1.
() = ey <
On applique cela avec z = *?, X\ € R, pour obtenir
]E[eupxp] — ¢iMp p _ idp p p—o 1

= — .
I-(1-pe  © 1-(1-p(l+irp+olp)  1—iA

On identifie cela avec la fonction caractéristique de la loi exponentielle de parametre 1. Par le théoreme de Lévy,

on en déduit que pX, = Exp(1).

Exercice 41. On a pour tout z € R,
P(max(Xq,...,X,) —logn < z) = P(max(X1,...,X,) <z +logn)
=P(X; <z +logn)"

logn:Z—w (1 _ efgcflogn)n — <1 _ €

—X

n -
—e , TN — 00.
n

Puisque convergence des fonctions de répartitions implique convergence en loi, ceci montre que max (X, ..., X, )—
log n converge en loi vers la loi de fonction de répartition x — e=¢ (appelée la loi de Gumbel).

Exercice 42. Soit g une fonction continue bornée. Alors la composée g o f est encore continue et bornée. Par
conséquent,

Elg(f(Xn))] = El(g o f)(Xn)] = E[(g o f)(X)] = E[g(f(X))],
quand n — oo, par la convergence en loi de X,, vers X. Puisque g était arbitraire, ceci implique que f(X,) =
J(X).
Exercice 43. Par le théoreme de représentation de Skorokhod, on peut construire les v.a. X7, Xo,... et X
sur un méme espace de probabilité (2, 4,P) tel que X,, — X p.s. Fixons f comme dans 1’énoncé et notons A
Iévénement que f est continue en X. Alors par hypothese et le théoreme de transfert, on a P(A) = 1. Notons
en plus C I'événement que X,, — X quand n — oo, si bien que P(C) = 1. On a alors f(X,,) = f(X) sur ANC.
Par le théoréeme de convergence dominée, on a alors, quand n — oo, pour toute fonction g continue bornée,

Elg(f(Xn))] = Elg(f(Xn))Lanc] = Elg(f(X))Lanc] = E[g(f(X))]-
Ceci montre que f(X,) — f(X) en loi.
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Exercice 44. Soit A = (A1,...,Ax) €R¥. On a

E[e!M XX = EleiM X L XD
= E[e“‘lxil)] . -E[ei/\kXﬁtk)] par indépendance
iy E[ei’\lxm] . E[ei)"cx(k)] par hypothese
- E[ei’\lx(l) o e“‘kX<k)] par indépendance

_ E[em,()((1> ..... X“f)))]_

Le théoréme de Lévy donne alors la convergence en loi de (Xy(ll), . ,Xr(lk)) vers (XM ..., X*)) quand n — oo.

Exercice 45 (Lois stables). 1. On a [ — 1| < 2 et |iAz| = A|z| pour tout z, A € R. Pour I'intégrabilité,
il suffit alors de montrer que [, (1 + |z|)f(x)dz < co. Mais,

/R(l—i- ) f(z) da = 1+/R|a:|f(x) dr car /Rf(x) do =1

:1+2/ xzf(x)dx [ paire
0
© . 1
§1—|—2(1+/ — dz) Car/ fz)dx <1
1 T 0
< 00 puisque o > 1.

En ce qui concerne I'expression pour ¢x, on note encore que [ f(z)dr = 1 et aussi [, zf(z)dx = 0,
puisque f est paire. Par conséquent,

ox(\) =1 = /Rei’\”’f(x) da — /Rf(x) di — /Ri)\xf(x) da = /R(e“‘x S i) f() da.

2. Soit A # 0. En faisant un changement de variable z — x/A, on obtient

) c dxr
N-l= [ (" —1—ig)— o &
ox(N) /R(e zx)1+|x/)\|a+1 B

Coy

= [Al° / ga(@)dz, avee ga(x) = (€ — 1 — i)
R

T+ et
Alors gy (r) — go(x) = (e — 1 — WC)MLT"H quand A — 0. De plus, puisque |e®® — 1 — iz| = O(2?) quand
x — 0 et = O(z) quand  — oo, il existe une constante C' telle que

1

VA € R : [ga(x)] < Cmin(|z[?, |$|)W

= Cmin(|z|~@™Y, |z|~%) =: G(z).
Puisque « € (1,2), on a floo 7 %dxr < oo et fol z= (@D dr < oo, si bien que G(z) est intégrable. Le
théoréme de convergence dominée donne alors

%:/Rgﬂx)dm%/ﬂggo(aj)dax, A—0.

Il reste & montrer que [ go(x) dz est un réel strictement négatif. En effet, puisque go(—z) = go(z)*, on
a [g(z)de =2%R fooo g(), dz. De plus, puisque Re®® < 1, on a Rg(z) < 0 pour tout = et méme < 0 pour
Lebesgue-presque tout . Par conséquent, [ go(x)dz est bien un réel strictement négatif.
3. Par indépendance des X,,, on a
E[eiSn/m"%] = o(A\/nl/*)" = exp(nlog p(A/nl/%)).
Puisque ¢(A) — 1 quand A — 0, on a I’équivalent
ClA”

log(p(A/n'/®)) ~ (p(A/n'/®) =1) ~ L oo

Il vient que
E[e*5/7""] 5 exp(—C|A\[*), n — oo.
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4. La fonction A — exp(—C|A|%) est une limite de fonctions caractéristiques de lois de probabilité sur R.
De plus, elle est continue en 0. Par le théoreme de Lévy, elle est alors la fonction caractéristique d’une
loi de probabilité sur R.

5. Pour tout a,b > 0, on obtient
E[ei)\(aYerY’)] — eXp(—\a/\|a _ |b>\|a) — exp(—|(a”‘ + boz)l/a)\|a) — E[ei)\(a“er“)l/“Y)].
Puisque les fonctions caractéristiques déterminent les lois, cela montre 1’égalité en loi
aYy +bY" 2 (a® + b)Yy
Les lois 2-stables que nous connaissons sont les lois gaussiennes centrées.
Exercice 46. On a
_ S S _ (Nt Xen)/V2 - (Xy 4o+ Xn)
V2n  W/n vn
(1 >X1+"'+Xn 1 Xpp1 4+ Xop
=l-=-1)———+ — .
V2 Vn V2 Vn
Les deux sommands de la derniére ligne sont indépendants et convergent en loi vers des gaussiennes centrées

2
de variances respectives (% — 1) et 1/2, d’apres le TCL. Par les exercices 9 et 8, As,, — A,, converge alors

A2n - An

en loi vers une gaussienne de variance (% — 1) + 1/2, donc ne peut converger vers 0 en loi, ni en probabilité

(car la convergence en probabilité implique convergence en loi). Ceci implique que A4,, = S, /4/n ne converge
pas en probabilité, car si Y,, est une suite de v.a. qui converge en probabilité vers une v.a. Y, alors |Ya, — Y,| <
[Yon, — Y|+ |Y, — Y|, ce qui converge vers 0 en probabilité.

Exercice 47. Par le théoréme central limite, on sait que S";\/;im = N(0, Var(X1)), quand n — oco. Par I’exer-
Sn—p

2
cice 8 de cette feuille, on en déduit que (T”) converge également en loi vers N2, ou N ~ N(0, Var(Xy)).

Par le théoreme de représentation de Skorokhod, on peut construire un certain espace de probabilité avec des

2
v.a. Y1,Yo, ... et Y telles que Y,, est égale en loi a (L\/ﬁ’m> pour tout n, Y est égale en loi & N2, et Y, = Y

presque siirement quand n — oo. De plus, on a pour tout n,

Sn — pun 2
vn

et donc, a fortiori, E[Y,] — E[Y]. Par le lemme de Scheffé, on a alors Y,, — Y dans L!. En particulier, la famille

(Y)nen+ est uniformément intégrable. Puisque U'intégrabilité uniforme ne dépend que des lois marginales de la

E[Y,] =E

— Var (%) — Var(X;) = E[N? = E[Y],

2
famille, on en déduit que la famille de v.a. (S”;\/T{”O est également uniformément intégrable.

Exercice 48 (Probleme des allumettes de Banach). 1. Notons 0 la boite dans la poche de gauche et I’autre,
1. On formalise le probléeme de maniére suivante : on suppose qu’on fait une infinité de tirages, c’est-a-dire
on se donne une suite iid de v.a. (By),>1 de lois Ber(1/2). Ici, B,, donne la boite de laquelle on tire la
n-iéme allumette. Soit N,g I'index du k-ieme O et N,i I'index du k-ieme 1. Notons Yki = Nklfi — N,i:i et
notons que (Y;f)kzl est une suite iid de v.a. de loi géométrique de parametre 1/2 pour chaque ¢ = 0, 1.
L’événement A’ que le fumeur ait pris n allumettes de la boite 1 — i avant d’en prendre n de la boite i
s’écrit alors

Al ={Ny"" <2n} = {ZY,;’ < 2n} , i=0,1.
k=1
Notons que les deux événements sont disjoints et leur union est €2, car
Al = {N}™" < 2n}
={Card{l1 <k <2n:Bp=1—i}>n}
={Card{l1 <k <2n:By=1i}<n}
= {N,, > 2n}
= (47",
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Puisque N} ~% — n est le nombre d’allumettes prisent dans la boite i au moment ou la n-ieme allumette
est prise de la boite 1 — i, la variable recherchée X,, est alors X,, = 2n — N!7" = 2n — 3"}, V)i sur
I'événement A%

2. On a pour toute fonction continue bornée f : R — R,

E[f(Xn)] = E[f (Xn)Lag] + E[f(Xn)1a1]

=E lf <2n - Z Yk0> Lon_sr_ ve>o
k=1
n
f <2n - Z Y/S) ]lzn—z;;:l Y,f>0‘| )

k=1

+E

f <2n - Z Yk1> Top_som_, Ykl>01

k=1

=2E

car les suites (Y,?)ren et (Y} )ren ont méme loi. En particulier,

R e L

Pour établir la convergence, on utilise le TCL. On a E[Y}?] = 2 et Var(Y) = (1 —1/2)/(1/2)? = 2. Par

n 0
le TCL, Qn_zﬁy’“ converge alors en loi quand n — oo vers N ~ N(0, 2).

Notons qu’on peut supposer que f(0) = 0, quitte & considérer la fonction f — f(0). Alors la fonction
x> f(x)lz>0 est encore continue et bornée. On obtient alors

lim E[f(X,/vn)] = 2E[f(N)lLx>o] = E[f(|N])],

n—oo

par symétrie de la loi gaussienne. On en conclut que X,,/y/n converge en loi vers |N|.

2
< (1)
3. D’apres 'exercice précédent, la famille de v.a. ((W) ) est u.i., et donc, d’apres la preuve
neN

de la partie précédente, la famille ((Xn / \/5)2) également. Par 'exercice 2 de cette feuille (appliqué
neN
a f(x) = Valy>1) la famille (X,,/y/n), oy 'est encore. Par conséquent, on a

2 2 2 2 2
im = = — -z~ /4 — _—x° /4100
Jim E[X,,/v/n] = E[|N]] \/E/o ze dx \/E[ e 150 = 7=

Donc, E[X,] ~ (2/y/7)y/n quand n — oo.
Exercice 49. On définit la matrice V' de dimensions k£ x n par
V= (vi]---|op)T.

On cherche alors la loi du vecteur VX. Puisque X est un vecteur gaussien, VX est également un vecteur
gaussien. Son espérance vaut E[V X] = VE[X] = V. Quant & la matrice de covariance, on note d’abord que

EXVT = Ex(U1| s |Uk) = (/\1U1| R |/\kvk) = VTA,

ol
A = diag(A1, ..., Ak).

De plus, on a VV7T = Id puisque la famille v, ..., v est orthonormale. Par conséquent,
Yvx = VEXVT =VVTA = A.
On conclut alors que VX ~ N(Vp, A).

Exercice 50. Soient p1,...,pr > 0 tels que Zle p; = 1. Onnote Y une v.a. sur {1,...,k} de loi P(Y = i) = p;
et on pose X = (Iy—q,...,1y—x)T, si bien que X suit la loi multinomiale de parametres 1 et pq, ..., p.
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1. Le vecteur aléatoire X a moyenne E[X] = (p1,...,pr)T. Calculons sa matrice de covariance : on a pour
i=1,... k,
Var(ly=;) = pi(1 — pi),

car 1y—; est une v.a. de Bernoulli de parametre p;. De plus, on a pour i # j,
Cov(ly—;,1y—;) = E[ly_ily—;] — E[ly—;|E[ly—;] = 0 — pip; = —pip;-

La matrice de covariance de X est alors donnée par

pi(l—pi) 1=
Y= (Eij)f,j:p Eij = . .
—PiPj i F ]
Le TCL multidimensionnel donne alors convergence en loi de (37| X; — (np1,...,npx)T)/\/n vers le

vecteur gaussien Z de moyenne p = 0 et de matrice de covariance 3.

2. Le vecteur 1 = (1,...,1)T est de valeur propre zéro car pour tout i, on a p; — Z?:l pipj = pi—p; = 0, ou
on a utilisé le fait que Z?Zl p; = 1. Ceci implique que Var((1, Z)) = Var(17Z) = 1721 = 0, et puisque
E[Z] =0ona (1,Z) =0 p.s. Donc Z € 1+ p.s.

3. On a X = diag(p1,...,pk) — (piPj)i j=1, et donc avec I la matrice d’identité,

DYD =1~ (\/pip;)} ;-1 =1 —pp".

Puisque p’p = ||p||3 = 1, on a alors DXDp = 0. De plus DX Dv = v pour tout v € p. Par conséquent,
DY D est la projection orthogonale sur ’espace p”.

4. La loi limite de [|D(>"1, X; — (np1,....npr)T)//nl|3 est laloi de || DZ||3 par le lemme de Papplication
continue. Or, DZ est un vecteur gaussien de moyenne nulle et de matrice de covariance D> D. On rappelle
de la derniere partie que DXD est la projection orthogonale sur pt. Notons e, ..., e,_1 une b.o.n. de
p*. Définissons la matrice

0= (e1] - lex—1|p)"
Alors par I'Exercice 15 de cette feuille, ODZ est un vecteur gaussien de moyenne nulle et de matrice de
covariance

1

0

Par conséquent, |ODZ||3 est la somme de k — 1 v.a. iid de loi A(0,1) et donc [|[ODZ||3 ~ (55, 1).
Mais puisque O est une transformation orthogonale, ceci donne

IDZ|3 = l0DZ]|3 ~ T(%3+, 5).

Cette loi est également appelée la loi du chi-deuz de k — 1 degrés de liberté et notée x?(k — 1).

Espérance conditionnelle

Exercice 51. On remarque d’abord que E[X|F] satisfait 1’égalité parce que 1o est F-mesurable pour tout
C € C. Supposons maintenant que Y est une v.a. intégrable et F-mesurable telle que E[X1¢] = E[Y1¢] pour
tout C € C. Il suffit de montrer que cela implique E[X1 4] = E[Y1 4] pour tout A € F, ce qui impliquerait que
Y = E[X|F]. Pour cela, on pose

D={AcF:E[X14]=E[Y14]}.

On a alors D D C. On montre que D est une classe monotone :

1. Par hypothese, Q € C C D.

24



Probabilités : Exercices (corrigé) M1 Mathématiques Fondamentales, Université Paris-Saclay, 2017-2018

2. Soient A, B € D, A C B. On a alors
E[X1p\a] = E[X14] - E[X15] =E[Y14] - E[Y1p] = E[Y 15\ 4],

donc B\A € D.

3. Soient A1, As,... € D, avec A,, C Ap41 pour tout n € N. On note que | X14,| <|X| € L' et [Y1,4,| <
|Y| € L' pour tout n. On a alors par convergence dominée,

E[X]lu An] = E[ lim XILA,,L} = lim E[X]IA,”] = lim E[Y]IA"} = E[ lim YI[A"] = E[Y]lu An]'
" n— 00 n— 00 "

n—oQ n—oo

Donc |J,, A € D.

On conclut que D est une classe monotone. Puisque C est stable par intersection finie (par hypothese), le lemme
des classes monotones donne alors D D o(C) = F. Ceci montre que E[X1 4] = E[Y14] pour tout A € F. CQFD.

Exercice 52. 1. On sait que la fonction g(z) = E[f(z,Y)] = [ f(z,y) py (dy) est mesurable, donc g(X) est
une v.a. o(X)-mesurable. Il suffit alors de vérifier que g(X) satisfait & la propriété caractéristique. Soit

W une v.a. bornée o(X)-mesurable. Par le lemme crucial il existe alors une fonction bornée mesurable
h telle que W = h(X). On a alors

Eb(X)g(X)] = [ he)gle) ux (do)
- /h(x) [/f(:c,y) ,uy(dy):| i (d)

= [ ) fte ) ) ) (par Fubini)
— E[h(X)/(X,Y))

Ceci montre que g(X) satisfait & la propriété caractéristique et donc g(X) = E[f(X,Y) | X] p.s.

1
o[- [ e
X+y 0o T+Y

LS|
:1fy/ dx
o T+Y

=1—y(n(1+y) —In(y))

1
1yln<+y>.
Y

La premiere partie de I'exercice et 'indépendance des deux variables aléatoires donnent alors

X 1+Y
E[Xw‘y} 1Y1n<Y>.

2. On a pour tout y >0 :

Exercice 53. On définit la classe
C= {Bl NBy:B;,€B;, i= 1,2}.

La classe C est alors stable par intersection finie et engendre la tribu B; VB5. De plus, pour tout C = B1NBs € C,
B;eB;, i=1,2,ona

E[Ylc] = E[Y1p,13,]
=E[Y1p |E[lg,] par indépendance de o(Y) V B; et Bo
= E[E[Y|B:]15,]E[15,]
=E[E[Y|Bi1]1p,15,] par indépendance de o(Y) V B; et By
— E[E[Y|Bi]1c].

L’exercice 1 montre alors que E[Y'|B1] = E[Y|B; V Ba].
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Exercice 54. 1. Si G ={0,Q}, cela signifie que E[f(X)g(Y)] = E[f(X)]E[g(Y)] pour toutes fonctions f,g
positives mesurables, donc que X et Y sont indépendantes. Si G = F, I’égalité est toujours vérifiée, car

E[f(X)g(Y)|F] = F(X)E[g(Y)|F] = E[f (X)|FIE[g(Y)|F],

puisque f(X) et g(Y) sont F-mesurables.
2. SiE[f(X)g(Y)|G] = E[f(X)|G]E[g(Y)|F], alors on a pour toute v.a. Z > 0, G-mesurable,

E[f(X)g(Y)Z] = E[E[f(X)g(Y)|G]Z] = E[E[f(X)|G]E[9(Y)|F]Z] = E[f(X)E[g(Y)[G]Z],

ol dans la premiere égalité on a appliqué la propriété caractéristique a E[f(X)g(Y)|G], et dans la derniére
égalité & E[f(X)|g].
Inversement, pour toute v.a. Z > 0, G-mesurable, si on a E[f(X)g(Y)Z] = E[f(X)E[g(Y)|G]Z] alors on
a

E[f(X)g(Y)Z] = E[f(X)E[g(Y)|G]Z] = E[E[f(X)|G]E[g(Y)|F] Z].
(

Ceci montre que la v.a. G-mesurable E[f(X)|G]E[g(Y)|G] satisfait la propriété caractéristique pour
F(X)g(Y) et G. Ceci implique que E[f(X)g(¥)\d] = ELf(X)|G]Elg(Y)[G].

Supposons maintenant que E[g(Y)|o(G,0(X))] = E[g(Y)|G]. On a alors pour toute v.a. Z > 0, G-
mesurable, E[f(X)g(Y)Z] = E[f(X)ZE[g(Y)|o(G, o0(X))]] = E[f(X)ZE[g(Y)|G]], ce qui donne la deuxieme

égalité. Inversement, supposons que pour toutes fonctions f, g > 0 mesurables et pour toute v.a. Z > 0,
G-mesurable, on ait E[f(X)g(Y)Z] = E[f(X)ZE[g(Y)|G]]. Par le “lemme crucial”, chaque v.a. W > 0,

o(X)-mesurable, s'écrit que f(X) pour une fonction f > 0 mesurable. En prenant W = 1p pour
Beo(X)et Z=1¢ pour C € G, on a alors avec A = BNC, E[g(Y)14] = E[E[¢(Y)|G]14]. La classe
d’ensemble

C={BNC:Beo(X), Ceg}

contient {2 et est stable par intersection finie. De plus, C contient o(X) et G et donc engendre F. Par
Iexercice 1, on a alors E[g(Y)1 4] = E[E[¢(Y)|G]1 4] pour tout A € F. De plus, E[g(Y)|G] est 0(G, o0(X))-
mesurable. On a vu dans le cours que ceci implique que E[g(Y)|o(G,0(X))] = E[g(Y)|F].

Exercice 55 (Théoreme de la variance totale). 1. Puisque X € L? on aE[X|F] = [Ix(X) € L? également.
Par 'inégalité de Cauchy—Schwarz, on a alors E[X|F]Y € L!. Puisque E[X|F] est F-mesurable, il vient

E[E[X|F]Y | F] = E[X|F]E[Y|F].
Par conséquent,

E[E[X|F]Y'|G] = E[E[E[X|F]Y'| F]| 6] = E[E[X|F]E[Y|F]|g].

2. On a
E[(X - E[X|F))(E[X|F] - E[X|d]) | G]
= E[XE[X|F] - E[X|F]* -~ XE[X|G] + E[X|F]E[X|G] | G]
= E[E[X|F)? - E[X|F]? - E[X|G]? + E[X|G]?|G] (partie 1)
=0 ps.
3. Ona

Var(X|G) = E[(X - E[X|F])* |F]

(X — E[X|F] + E[X|F] - E[X[G])?| ]

(X —E[X|F])? - 2(X — E[X|F))(E[X|F] - E[X|G]) + (E[X|F] - E[X|G])?|J]

E[(X — E[X|F])?| F]| 9] + E[(E[X|F] - E[E[X|F]|G])* | G] (partie 2)
Var(X|F)|G] + Var(E[X|F] | G).

E[
E[
=E[
E[

CQFD.
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On remarque que E[X|F] est la projection dans L?(2,P) de X sur le sous-espace des v.a. F-mesurables,
si bien que X — E[X|F] est orthogonale & ce sous-espace et en particulier, X — E[X|F] et E[X|F] — E[X]
sont orthogonales. Par conséquent,
Var(X) = [|X — E[X]|3
= | X - E[X|F] + E[X|F] - E[X]|3
= | X — E[X|F]II + |E[X|F] - E[X]|I3
= E[Var(X|F)] + Var(E[X|F])).

Ceci est la loi de la variance totale pour G = {0, Q}

Exercice 56. Soit X > 0 v.a. et F une tribu. On a pour tout ¢t > 0,

X
P(X 2 t|F) = Ellxx: | F] < B[ | 7],
ou la derniere inégalité provient de la positivité de I'intégrale conditionnelle. Par linéarité de ’espérance condi-
tionnelle, ceci donne 'inégalité de Markov conditionnelle :

E[X|7]

B(X > t|F) < ———.

En appliquant cette inégalité, on obtient,

E[(X — E[X|F])*| 7]

B(IX — EIX|F)| > t| F) = P(X — E[X|F])* = %) < a ,

ce qui donne lieu a 'inégalité de Chebychev conditionnelle :

Var(X|F)
t2

Exercice 57. X2 est o(X)-mesurable, donc E[X?|X] = X2. Pour calculer E[X|X?], soit W une v.a. bornée

o(X?)-mesurable. Par le “lemme crucial”, il existe alors une fonction f mesurable bornée telle que W = f(X?).
On a alors par I’hypothese de symétrie,

P(IX - E[X|F]| > t|F) <

E[X f(X?)] = E[(-X)f((-X)*)] = ~E[X f(X?)],

si bien que E[X f(X?)] = 0. La variable aléatoire constante égale & 0 vérifie alors
— 0 est o(X?)-mesurable.
— E[0W] = 0 = E[XW] pour toute v.a. bornée W, o(X?)-mesurable, i.e. 0 vérifie la propriété ca-
ractéristique.
Ceci montre que E[X|X?] = 0.

Exercice 58. 1. Par définition de l'espérance conditionnelle, on a pour tout ¢ et toute fonction bornée
mesurable f,
— E[X;|Sy] est o(S,,)-mesurable,
Posons F(x1,...,2,) = z1f(x1 + -+ ). On a alors pour tout %,
E[X1f(Sn)] = E[F(Xy,...,X,)] =E[F(X;, Xo,..., Xi—1, X1, Xit1, ..., Xn)] = E[X; f(Sn)].

Ici, la deuxieéme égalité provient du fait que les vecteurs (X7,..., X, ) et (X;, Xo, ..., Xi—1, X1, Xiv1, - -, Xn)
ont méme loi (la loi 4", qui est invariante par permutation des coordonnées). Ceci montre que E[X;|S,,]
vérifie également la propriété caractéristique pour X;, donc E[X;|S,] = E[X1]S,.].

2. On a d’apres la premiere partie,
nE[X1]S,] = Y E[Xi[Sn] = E[S,|Sn] = S,
i=1

et donc g
E[X4]S,] = =,
n
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3. Soit G = 0(Xpt1, Xnt2,...) On a alors o(Sy, Spt1,-..) = 0(S,) V G. De plus, les tribus (X1, S,) et G
sont indépendantes. L’exercice 3 montre alors que E[X1|S,] = E[X1]0(Sy) V G] = E[X1|Sn, Snt1,-- -]

Exercice 59. 1. La fonction x — |z|P, est convexe pour p > 1. Par I'inégalité de Jensen conditionnelle, on
a alors

E[|X +Y[?] = EE[|X + Y[?[ X]] > E[[E[X + Y | X]|"] = E[|X + E[Y]X]]"].
En prenant les racines p-iemes, on obtient I'inégalité souhaitée.
2. Si X et Y sont indépendantes, on a E[Y|X] = E[Y]. L’inégalité découle alors de la précédente.

Exercice 60. Le fait que 4. implique 3. et que 3. implique 1. et 2. est évident. Montrons que 1. implique 3.
Soient X, Y des v.a. intégrables telles que 1. est vérifiée. Alors on a

E[X] = E[E[X|Y]] < E[Y] = E[E[Y|X]] < E[X],
donc E[X] = E[Y]. Par conséquent, on a d’apres 1.,
E[X]=E[Y]=E[Y - E[X|Y] + E[X|Y]] = E[(Y - E[X|Y])"] + E[X],

et donc E[(Y —E[X|Y])T] =0, ce qui donne Y < E[X|Y] p.s., et donc d’aprés 1., Y = E[X|Y] p.s. De la méme
fagon, on montre que X = E[Y|X] p.s. Ceci montre que 1. implique bien 3.

Pour montrer que 2. implique 3., on peut faire une preuve analogue ou alors utiliser 1. pour les v.a. X=-X
et Y = —Y (on note que 0(X) = o(X) car X = —X et X = —X et de méme o(Y) = o(Y)).

11 suffit alors de montrer que 3. implique 4. On traite d’abord le cas ott X,Y € L2. En supposant que 3. est
vérifiée, on a alors

E(X -Y)) ] =E[X*+Y? - XY — XY]
[X?+Y? - XE[Y|X] - YE[X|Y]]

E
E[X?+Y?% - X% -Y?]
0.

Par conséquent, E[(X —Y)?] =0 et donc X =Y p.s.

Remarque : Une explication géométrique de cette preuve est la suivante : En supposant 3., on a E[X —-Y|X]| =
E[X —Y|Y] =0, et donc X =Y € X+ NY"L. Par conséquent, X — Y est orthogonal au sous-espace de L?
engendré par X etY, en particulier X —Y € (X —Y)*. Par conséquent, E[(X —Y)?] = || X - Y2 =0.

Supposons maintenant que X,Y € L', X >0, Y > 0, et que 3. est vérifiée. Alors vX,VY € L2. De plus,
oc(VX)=0(X) et o(\Y) = o(Y), puisque X = (vVX)? et Y = (v/Y)?2. Puisque la fonction z — /z est concave
sur Ry (i.e. z — —y/x est convexe), 'inégalité de Jensen conditionnelle donne

EVX|VY] =EVX|Y] < VE[X|Y] < VY.

Pareil, E[VY|vX] < VY. Par ’équivalence entre 1. et 4. pour des v.a. L2, cela donne vX = /Y p.s., et donc
X =Y ps.

Supposons maintenant que X,Y € L', pas nécessairement positives, et telles que 3. est vérifiée. Puisque la
fonction x — x+ = max(z,0) est convexe, I'inégalité de Jensen conditionnelle donne E[X*|Y] > E[X|Y]T =Y T,
et pareil, E[Y | X] > X . Puisque 0(X ) C o(X) et o(Y 1) C o(Y), celadonne E[ X T|Y ] = E[E[ X T|Y]|]Y ] >
E[YT|Y*] = YT, et pareil, E[Y 7| XT] > XT. En utilisant I’équivalence entre 2. et 4. pour des v.a. positives,
on obtient alors XT = YT p.s. En faisant le méme raisonnement avec X=-XetY = —Y, obtient X~ =Y~
p-s. Ceci donne finalement X =Y p.s.

Exercice 61. Calcul direct : On sait que X; + X5 suit la loi de Poisson de parametre Ay + As. Si n € N,
k€ {0,...,n}, on a alors
P(X; =k Xi+ X5 = P(Xi=k Xo=n—k P(X;i=kP(Xo=n—k
B(X1 = k| X1+ Xp = n) = D=k Xi#Xo=n) PXi=k Xz=n—k) P& =kPX;=n=k)
P(X1+X2:TL) ]P)(X1+X2:TL) P(X1+X2:n)
>‘,1C — A2 A;"_k

CeMaeMEEm MOV e
- 67(/\1+)\2)W T \k A1+ Ao AL+ Ao '
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Il en suit que la loi de X; conditionnellement a X; + X5 est la loi binomiale de parametres n = X; + X5 et
p= )\1/()\1 + )\2)

Approche alternative : Soient Y, Y2 ... des v.a. iid de loi P(Y! = i) = p; = \;/(A1 + A2), i = 1,2. Soit P
une v.a. de loi Po(A; + A2), indépendante de la suite (Y7);—; 2, . On définit le vecteur aléatoire

yeus

“U

= (&1,&) Z (vi=1); Livi=g))-

Jj=1

Par lexercice 5 de la feuille TD n°2, (&1,&) = ol (X1, X5). I suffit alors de montrer que conditionellement &
&1+ &, & suit la loi binomiale de parametres n = &1 + & et p = A1 /(A1 + A2). Or, & + &3 = P et par définition,
conditionnellement a P, 5 suit la loi multinomiale de parametres P et p1, p2. En particulier, conditionnellement
a & + &, & suit la loi binomiale de parametres n = X7 + X5 et p;.

Exercice 62. On rappelle que la loi de S est la loi de densité p; * p2 par rapport a la mesure de Lebesgue sur
R. Soient f,h: R — R mesurables positives. On va montrer qu’on peut écrire

Bl CONS) - | ( [ ets.0s@) dx) (b1 *p2) ()h(s) ds

_E K/ o(S, 2) f(x) dx) h(S)] ,

pour une certaine fonction ¢(s,x). Il en découlera que la loi de X conditionnellement & S est la loi de densité
(S, z) par rapport & la mesure de Lebesgue sur R.
On écrit

Bl CONS) = [ ( [ @ f@hi+) dy) an

En changeant de variables y — s — x dans l'intégrale intérieure, il vient
B0 = [ ([ r@as - 2)f@his) ds) do
= / (/ p1(x)pa(s — ) f(x) dm) h(s)ds (par Fubini-Tonelli)

Notons que si 0 = py * pa(s) = [ p1(x)p2(s — x) dz, alors p;(z)p2(s — ) = 0 pour Lebesgue-presque tout z, par
positivité de p, et donc fpl )p2(s — x) f(x) dz = 0. Par conséquent, en posant

p1(z)p2(s—) ;

o(s,z) = pemls) P #pa(s) > 0,
0 sinon,

alors on a

Bl CONS) - [ ( [ #5015 dx) (p1 *p2) (s)h(s) ds.

Donc la loi de X conditionnellement & S est la loi de densité ¢(S,z) par rapport a la mesure de Lebesgue sur
R.
Dans le cas ou X ~ I'(ayq, 8), Y ~ T'(aw, B) avec ay,aq, 5 > 0, on a

@(Sa 1') = csxalil(s - x)a271]lwe[0,s]a

pour une constante ¢, dépendant de s. Puisque [¢(s,x)dz =1, on a ¢, = ([ 2* (s — 2)*~1) 7L Si Z; est
une v.a. de densité (s, z) par rapport a Lebesgue sur R, alors s~1Z, est de densité

sp(s, sx) = s@rteele gor=l(] x)arl]l:ce[o,ly
On reconnait cette loi comme la loi Béta B(ay,ag) (cf la feuille “Recueil d’exercices”).

Exercice 63. 1. Par ’Exercice 1, on a pour toute fonction bornée mesurable f,
E[f(X+Y)|X] = E[f(z +Y)]a=x,

et donc X + Y suit la loi N(X, 0% ) conditionnellement & X.
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2. Premiere solution : On cherche a,b € R tels que aX + bY L X + Y. Puisque (X,Y)7 est un vecteur
gaussien, (X +Y,aX +bY)T = (clz L

b) (X,Y)T en est un également. On a alors
X+Y LaX +bY < 0=Cov(X +Y,aX +bY) = ac%k + bo?
Posons alors a = 0%, b= —0%. On a alors, X = (b(X +Y) — (aX +bY))/(b—a) =U + V, avec

U=:;2(X+Y), V=—(b—a)'(aX+bY), ULV

et donc
2 2 4
2 _ Ox 2 2y _ Ox
oy = 2 2 (UX +UY) - "3 2
ox T oy ox + oy
1 o2 o2
0,2: (0,40_2 +0_40,2): XYY
\% 2 2 Y¥X X 2 2
(0% +0%)? o5 +o
X Y X Y

Notons que U est o(X + Y )-mesurable. Comme dans la premiere partie de l'exercice, la loi de X condi-
tionnellement & X + Y est alors la loi

> ok okoy
NU,op) =N (= 5 (X +Y), — 5 |-
ox + oy ox + oy

Deuxieme solution :

On calcule d’abord E[X|X + Y. On sait d’apres le cours qu’il existe «, 8 € R, telles que E[X|X + Y] =
a+ B(X +Y). En prenant des espérances, on obtient alors 0 = a.. De plus, on a

EE[X|X +Y](X +Y)] =E[X(X +Y)] =E[X?] + E[XY] = 0%,

et
EEX|X +Y](X +Y)] = E[B(X + Y)(X +Y)] = BE[(X +Y)?] = B(o% +0¥),

si bien que 3 = 0% /(0% + 0% ). Par conséquent,

2
E[X|X +Y] = ﬁ(){ +Y).
X Y

Maintenant on note que X — E[X|X + Y] est une variable gaussienne indépendante de X + Y, car
(X —E[X|X 4+Y],X 4+7Y) est un vecteur gaussien (car image d’un vecteur gaussien par une application
linéaire) et X — E[X|X + Y] est orthogonale & X +Y dans L?, donc Cov(X —E[X|X +Y], X +Y) = 0.
Il suffit alors de déterminer la variance de X — E[X|X + Y. Or,

Var (X — E[X|X + Y]) = Var <(0§c +03)X — o} (X + Y)>

0% + o
Var(o3 X — o%Y)
T (0%t}
_ 0yo% +oxoy
(0% +0%)?

2 2
_ _9Xx%
O'g( + 032/
2 2
Donc, X est la somme de S(X +Y) et d’une gaussienne indépendante, centrée, de variance U‘Z’fg’”z .
X Y
Comme dans la premiere partie de 'exercice, la loi de X conditionnellement & X + Y est alors la loi
gaussienne
2 2 2
o o%0
/\/<2 j_f 5 (X+Y),72X+Y2 )
0x T 0y 0x T 0y

30



Probabilités : Exercices (corrigé) M1 Mathématiques Fondamentales, Université Paris-Saclay, 2017-2018

Exercice 64 (Processus de Poisson homogene sur R ). 1. Pour tout n € N, ¢t > 0,
1 [ 1 [
— x"e " dx :eft—/ (r+t)"e " dx =T+t

n |
Z W nhike gy formule du binéme de Newton
Kl — k).

th1 /°°
—t n—k_—zx
=e —_ " Fe ¥ dx
= k' (n— k) J,
tk
=et E — par la définition de la fonction T'.

2. On a pour tout n € N, II([0,¢)) < n si et seulement si X,,11 > ¢. Or, X,,41 ~ I'(n + 1, ), donc
AX,11 ~T(n+1,1). Cela donne,

P(II([0,1)) < n) = P(Xnp1 > t) = PAXpy1 > M)

1 o0
= — z"e " dx car '(n+1) =n!
n' At
=M Z — par la premiere partie de I’exercice.

Ceci montre que II([0,¢)) suit bien la loi de Poisson de parametre At.

3. Soit n € N. On a égalité des événements
{II([0,t)) =n} ={X, < t, Xpy1 >t} ={X,, < t, Y11 >t — X, }.
Il en suit pour tout y > 0,

P(X{" >y, 11([0,1)) = n) = E[Ly -, Lngo,n)=n]

Elly,, >t x,+y | Xn]lx, <]

[

My, >t—X 4y lx, <1y, >t— X,

[

[e” )\yE[ly X, | Xnllx, <] car Y, 41 ~ Exp()) indép. de X,

E
E
E

€ /\yE[an<t1Yn+12t7Xn]
= e MP(TI([0, 1)) = n).

est indépendante de TI([0,t)) et suit la loi exponentielle de parametre A. Avec la

Ceci montre que Xl(t)
derniere partie de ’exercice, ceci montre que (Xft), TI([0,t)) suit la loi Exp(A) ® Po(\).
4. Soit n € N. Soit f : RY — R bornée mesurable. On note que sur I’événement I1([0,%)) = n, on a pour
tout k > 2,
X=X\ =Y

Par conséquent,

E[f (X — X Drs2) | X0, ([0, 4))]

= ZE[f((Xé“ = X k) | X3, (0, 8)) Lo,

= Z ELf(Yasr)rz2) | Xnsts TH((0,8))] Lri(0.4))=n X" = X1 —ton {I1([0,1)) = n}
n=0
= Z Elf(Yatr)e>2)]1(o,6)=n o(Y1,..., Y1) et 0(Yy42,...) indépendantes.

= E[f(Yk)kZQ)]

Ceci montre I'indépendance entre (X,gt) X]gt)l)k>2 et X( ), TI(]0,t)) et de plus que (X,gt) ,gt)l)k>2
est égale en loi & (Yy)k>o.
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5. Les deux dernieres parties montrent que
((fo, 1)), x{”, X8 — x{V, x{" = x{",..) ~ Po(A) ® Exp(A)*".

Par conséquent, la suite (X(t))izl est égale en loi & (X;);>1 et indépendante de II([0,?)).

K3
6. Preuve par récurrence sur k. k = 0 est évident. Supposons que pour un certain k € N I’énoncé soit vérifié
pour tous les 0 =ty < t; < ... < t. Soient 0 =ty < t; < ... < tx41. Par la derniére partie de 'exercice,
la suite (thl))i21 est égale en loi & (X;);>1 et indépendante de II([0,¢;)) qui suit la loi Po(A¢;). En

;
définissant TI*1) & partir de (X Z(tl))i21 de maniere analogue & II et en utilisant ’hypotheése de récurrence
pour ) il en suit que le vecteur (TI([t1,t2)), ..., H([tx_1,tr))) = TE([0,t2 — t1)), ..., T ([t —
t1,tx—t1))) est indépendant de II([0, ¢1)) et que ses composantes sont indépendantes et de lois respectives
Po(A(t; —ti—1)), 1 =2,..., k. Ceci conclut la preuve.

Processus et martingales

Exercice 65 (Temps d’arrét). 1. Soit n € N. Alors
{SAT >n}={S>n}n{T >n} e F,,

car S et T sont des temps d’arréts et F,, est une tribu. Par conséquent, S AT est un temps d’arrét. De
maniere analogue,

{SvT <n}={S<n}n{T <n}eF,

et donc SV T est un temps d’arrét. Finalement,

{S+T=n}=|J{S=k}n{T=n-k}eF,
k=0
car {S=k}eF,CF,et {T =n—k} e F,_p CF, pour tout k < n.
2. Par définition, Fr consiste en les événements A C F, tels que AN {T < n} € F, pour tout n. Or,
{T<n}=0ifn<pand =Qif n>p. Donc, A € Fr si et seulement si A € F,, pour tout n > p. Cela
donne Fr = F,, puisque F, C F,, pour tout n > p.

3. Soit A € Fg. Alors pour tout n € N, puisque {T < n} C {S < n},
An{T <n}=(ANn{S <n})n{T <n} € F,,
puisque (AN {S < n}) € F, (définition de Fg) et {T' < n} € F, (T est temps d’arrét). Par conséquent,
A€ Fr.

4. Par la derniere partie, Fgar est contenue dans Fg et Fr, et donc Fgar C Fg N Fr. Il suffit alors de
démontrer 'autre inclusion. Soit A € Fg N Fr. Alors pour tout n € N,

AN{SAT <n}=(An{S<n})U(AN{T <n}) € Fp,
puisque A € Fg et A € Fp. Par conséquence, A € Fgar et donc Fg N Fr C Fsar-
5. S0t n e N Alors {S < TIN{T =n}={S<n—-1}n{T=nteF,et{S<TINn{S=n}={5=
n} N{T >n} € F,, car S et T sont des temps d’arrét. Par conséquent, {S < T} € Fs N Fr.
Par symétrie, {T' < S} € FsNFr, et puisque Fg NFp est une tribu, {S =T} ={S < T}nN{T < S}°e
Fs N Fr.
6. Soit n € N. Alors puisque Ty € N pour tout k,
{limsup T}, < n} = {tous sauf un nombre fini de Ty, < n}
= liminf{Ty <n} € F,,
k—o0
car F, est une tribu et {T); < n} € F,, pour tout k. Par conséquent, limsup T} est un temps d’arrét. De
la méme fagon, pour tout n € N,
{lim inf T, > n} = {tous sauf un nombre fini de T}, > n}

= lim lnf{Tk > ’I’L} S ]:nv
k—o0

si bien que liminf T}, est un temps d’arrét.
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Exercice 66. 1. Pour tout n € N;

{T>n}=ﬁ{Xi§X0}€fm

i=1

car {X; < Xy} € F; C F,, pour tout ¢ € {1,...,n}.

2. Pour tout n € N,

IP’(T>n):]P’<ﬁ{Xi §X0}> —E|E

n
H 1{XiSX0} ‘ XO]]

i=1

1
:]E[X{)L]:/ " dr = .
0 n -+ 1
Par conséquent, pour tout n € N*,

1
n+1 nn+1)

]P’(T:n):IP’(T>nf1)fIP>(T>n):%f

Exercice 67 (Principe de réflexion). 1. Pour tout n € N, par la définition de I'inf,

{TI>n}:{W<:6{1,...,n}:Sk<x}:{11¥1<axSk<x}7

et donc par passage au complémentaire, {T, < n} = {maxy<, S > z}. En particulier, {T,, < n} € F,,
puisque maxg<, Sk est F,-mesurable.

2. Puisque maxg<y, Sy > Sp, on a inclusion des événements {S,, > x} C {maxy<, Sx > x}. L’inclusion
énoncée suit alors de la dernieére partie.

3. Par la derniere partie,

:ZP(Sn >ux, T, =k)
k=0

= P(Sy— Sk =a— Sk, To = k)
k=0

Puisque Sy, > x sur 'événement {7, = k}, cela donne
P(Sp > 2) > Y P(Sy — S >0, Tp = k).
k=0

4. Par la symétrie de la loi de X7 et le fait que les v.a. (X;);>1 sont iid, les v.a. (—X;);>1 sont également
iid et de méme loi que X;. Par conséquent,

loi

S'n, _Sk: :Xk:+1 + - +Xn = (_Xk+1) + +(_Xn) = _(Sn _Sk>7

et donc la loi de S,, — Sj est également symétrique.

5. On a S, — Sk = Xg41 + -+ - + X, si bien que S,, — S est indépendante de Fj, par I'indépendance des
v.a. (X;)i>1. Ceci donne

]P’(Sn—Sk 20|]:k) :IP’(Sn—Sk ZO) > 1/27

ou la derniere égalité provient de la symétrie de la loi de S,, — Sk.
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6. Pour tout z € R, n € N,

=
"
v
&
N
NE

P(S, — S, >0,T, =k) (partie 3)

=~
Il
<

I
M=

E[ls,-s,>01l7,=k]

k=0
= ZE[E[lsn—Skzo | Fre] 17, —k] ({T, = k} € Fi, car T, temps d’arrét)
k=0
> Xn: E]E[lT —k) (partie 5)
2 5 =
k=0
= 1IP”(T <n)
= SP(T,
1
= — > i .
QP(%?Z(Sk > x) (partie 1)

Ceci donne 'inégalité souhaitée.

Exercice 68. Puisque M,V N, | < |My|V |Ny,| < |M,|+|N,|, la v.a. M, V N, est intégrable pour tout n € N.
De plus,
E[MnJrl V NnJrl |]:n] Z E[MnJrl |]:n] 2 Mn7

car M est une sous-martingale. Le méme argument donne E[M;,11 V Nyy1 | Fpn] > Ny. 11 suit,
E[Mn+1 \ Nn+1 |fn] 2 Mn \ Nn7
ce qui montre que M V N est une sous-martingale.

Exercice 69 (Décomposition de Doob d’une sous-martingale). On sait d’apres le cours que pour tout processus
adapté et intégrable (M, ), >0 il existe un (p.s.) unique processus prévisible (A4, )nen tel que (M, — Ay,)n>0 est
une martingale et Ay = 0. Ce processus est défini par A,,11 — A, = E[M,41 — M, | F,] pour tout n > 0. Il suffit
alors de vérifier que (A,,)n>0 est croissant dans notre cas, ce qui découle du fait que M est une sous-martingale :

An+1 - An = E[Mn+1 - Mn |]:n] = E[M7L+1 |‘/—"n} - Mn > Mn - Mn =0.

Exercice 70 (Inégalité maximale pour les surmartingales positives). 1. On a pour tout n € N, puisque
(H,,)n>0 est prévisible et borné,
E[(H : X)n+1|]:n] = ]E[(H ) X)n + H7L+1(Xn+1 - Xn)|-7:n]
= (H - X)n + Hp1 E[(Xng1 — X)) Fan]-
Puisque X est une surmartingale, on a E[(X,+1 — X,)|Fn] < 0. Puisque H, est positif, cela donne
E[(H - X)pnt1|Fn] < (H - X),, pour tout n € N, et donc H - X est une surmartingale.

2. On pose H,, = 1,>7. On a alors,

nAT n
Xrpn = Xo+ Y (X — Xpo1) = Xo+ D _(Xi = Xp—1)Lp<r = Xo + (H - X),..
k=1 k=1
De plus, on a pour tout n € N*, H, = 1 — L7<,—1, ce qui est F,_j-mesurable. Donc, H est un

processus prévisible et positif. Par la derniere partie, H - X est alors une sur-martingale. Puisque X est
Fo-mesurable, cela implique que X7p, = Xo + (H - X),, en est également une.

3. On remarque d’abord qu’il suffit de montrer que pour tout a > 0,

E[Xo]

P (suan > a) <

n>0
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Car, cela donne pour tout 0 < o’ < a,

E[Xo]

12 b

P <suan > a> <P <suan > a') <

n>0 n>0 a

et donc, par continuité du terme de droite dans la derniere inégalité,

P <suan > a> < %.
n>0 a

Soit T, = inf{n € N: X, > a}, si bien que {sup,,~¢ X, > a} = {T, < 0o}. On a alors

alP (Sup X, > a) =Elalr, <oo] S E[X7, 17, <o0)-
n>0

Puisque (X,,),>0 est positive, on a par le lemme de Fatou,
IE:P(Ta]lTa<oo} = E[ lim Xn/\Ta]lTa<oo] < lim IE[AXV’rL/\Ta]lTa<oo]-
n— oo n—oo

D’apres 2., (Xpa1, )n>0 est encore une surmartingale. Avec la positivité de (X,,)n>0, cela donne pour
tout n,

E[Xn/\Ta]lT,,,<oo] S ]E[Xn/\T,,,] S E[XO]

Ensemble, les inégalités ci-dessus donnent

E[X
P (suan > a) < [ O].
n>0 a
CQFD.
Exercice 71 (Martingales de carrés intégrables). 1. Soit 0 < m < n. On a alors

]E[(Xn - Xn—l)(Xm - Xm—l)] = ]E[E[Xn - Xn—1|]:n—1](Xm - Xm—l)]7

car X, — Xom_1 est Fp,_1-mesurable et X, X; € L' pour tout k, . Puisque (Xn)n>o0 est une martingale,
on a E[X,, — X,,_1|F,_1] =0 ce qui donne E[(X,, — X;,—1)(X., — Xin—1)] = 0.
2. Soit —1 < m < n. Par la premiere partie de ’exercice, on a X; —X; 1 L2 X;—X,;_; pour tout 0 < j < 4.

Par conséquent,

E[(Xn - Xm)Q} = ||Xn - Xm”%

n 2
= Z (Xi — Xi—1)
i=m-+1 2
= > X - Xiall3
1=m-+1
= Y E[(X;— X))
i=m-+1

3. Par la dernitre partie de D'exercice, on a E[X?] = 3" [ E[(X; — X;_1)?]. Ceci montre que

sup E[X2] < 00 <= ZE[(Xn - X, 1)?] < o0.

neN n—0

Ceci donne P’équivalence entre a) et b).
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Exercice 72 (Processus de Galton—Watson). On rappelle que par définition, on a X, 11 = Zf(:"l Ent1,is OU
(&n,i)n,icn+ est une famille de v.a. iid selon p. En particulier, pour tout n € N, la famille (&,41,:)ien est
indépendante de F,,. On a alors

E[Wp 1| Fn] =m ™"~ 1E25n+u|f m 1ZE5n+“ =m "X, = W,.
i=1
Ici, la deuxieéme égalité se justifie par PExercice 2 de la feuille n°5 avec X = (X1,...,X,,) et Y = ({n11.4)ien

(dans cet exercice, la fonction f est supposée bornée, mais on peut tronquer la somme & un entier K, faire
tendre K — oo et utiliser la positivité des v.a. et convergence monotone pour conclure). L'intégrabilité de W,
en découle en remarquant que E[W, 1] = E[W,] pour tout n (par positivité, I’espérance est bien définie), et
donc E[W,,] = E[Wp] =1 < co. Ceci montre que (W,,),>0 est une martingale.

Pour montrer qu’elle est bornée dans L2, on note que pour tout n € N, par indépendance,

an X'VL
Var(Wy, 1| Fn) = m™2"72 Var(z i1l Fn) =m 272 Z Var(é,41.4) = m™ " 20 W,
i=1 i=1

ol la deuxieme égalité se justifie encore par 'Exercice 2 de la feuille n° 5, en utilisant la définition de la variance
conditionnelle en fonction de lespérance conditionnelle. En particulier, puisque W,, = E[W,,1|F,],

E[(Wyi1 — Wi)?] = E[Var(W,, 1| Fn)] = m™ " 202

Puisque m > 1, on a alors

Z]E W1 — )]<OO

n>0

si bien que la martingale (W,,),>0 est bornée dans L? par le dernier exercice.

Exercice 73 (Variation quadratique d’une martingale). 1. Puisque M est une martingale et la fonction
x + 12 est convexe sur R, un théoréme du cours nous dit que (M?), ey est une sous-martingale.

2. Par la définition du processus (M), on a pour tout n € N,
(M)nt1 — (M)y = E[M72L+1 — MY F] = E[M72L+1 — E[Mp 11 | Fol? | F] = Var(Mpi1 | Fr).
3. Puisque (M2 — (M),)nen est une martingale, on a pour tout n € N,

E[M7] — E[(M),] = E[M; — (M),] = E[Mg] — E[(M)o] = E[M{],
puisque (M)o = 0 par définition. Ceci donne 1’égalité souhaitée.
4. Pour tout n € N, on a

<MT>n+1 < >

E[(MT)2 ., — (MT)2 | F) par définition de (M7)
E[MTA<n+1) M, | Fal

E[(M. T/\(n+1) M%/\n)lT>n | Fn] car MTA(n+1) = Mrpy sur {T < n}
E[M,

E[M,

TA(n+1) Mz, | Fullrs,  car {T >n} € F, puisque T temps d’arrét

TL+1 n |‘Fn]1T>n
((M)pt1 — (M)n)1psy par définition de (M).

De plus, on a pour tout n € N,

<M>Z+1 - <M>£ = <M>T/\(n+1) - <M>T/\n
= ((M)ra(m+1) — M)rAn) 1750 car (M)rant1) = (M)ran sur {T < n}
= ((M)py1 — (M)) 175y

Ceci donne
(M)p oy —(M)E = (M" )y —(MT),, neN.

Puisque (M) = (M)q = 0= (M7T), cela montre 'égalité souhaitée.
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5. Pour tout n € N,
(M1 = (M)n = Var(Mos1 | Fo) = El(Mpgr — My)? | Fo] = E[X7,4 | Ful:
Puisque F,, = o(My, ..., M,) = o(X1,...,X,), lav.a. X, est indépendante de F,,, si bien que
E[X7 1| Fal = E[X2,] = E[X7] =: 0”.

On obtient alors
(M), =o*n, neN.

Exercice 74 (Martingales exponentielles de la marche aléatoire). On a pour # € R et n € N,

eISn  e0Xnia e 4+ ef

e95n o0 Xnt1
EWnt1(0)|Fn] =E | ——— ——< = = Wh(0) —————= = W, (0).
(W 1(6)1.7] [cosh(@)” cosh(0) } cosh(@)” [cosh(&)] ( )2cosh(9) (©)
Exercice 75 (Processus de Poisson). 1. I suffit de montrer que pour tous 0 < 51 < 90 < --- < 8, = 8 < t,
N; — Ny est indépendante de o(Nj,, ..., Ny, ) et de loi Po(A(t—s)). Or, presque siirement, Ny, ,, — N, =
II([sk, Sk+1)) pour tout k =1,...,n — 1, ou alors,
k—1
Ng, = > TII([s;,8i+1)), Dp-s., k=1,...,n.

i=1
L’énoncé découle alors de I’Exercice 14 de la feuille n°5 du TD.

2. Soit 0 < s <t. On a E[N; — Ny | Fs] = A(t — s). Par conséquent,
E[Ny — Mt | Fs] = Ns — As + E[N; — N | Fs] = At — s) = Ns — As,

et donc avec f(t) = At, (Ny — f(£))¢>0 est une martingale.
De plus,

E[(N; — At)? | Fy] = E[(N; — Ny — A(t — s) + Ny — As)? | Fi
= E[(N; — Ny = A(t — 8))? | Fo] + 2(Ns = A)E[N; — Ny — A(t — 8) [ F] + (N5 — As)?
= Var(N; — N,) + 0+ (N, — \s)?
= A(t —s) + (N5 — As)%.

Par conséquent, avec g(t) = f(t) = A, (N — f(t))? — g(t))t>0 est une martingale.
Finalement, on a pour tout 0 < s <t et tout 8 € R, ]E[ea(Nf*NS)] = AMt=9)("-1) < . Par conséquent,

E[eaN‘ |]_~S] — E[eQNSeG(Nt—NS) |]_—S] — eGNsE[ee(Nt—Ns) ‘]_-S] _ eé?NseA(t—s)(e@_l)7

69Nt—he(t)>

et donc avec hg(t) = M(e? — 1), le processus ( >0 est une martingale.

3. Si Ny — At converge p.s. quand t — oo, alors (N, — An)/\/n converge vers 0, p.s. et donc aussi en loi

quand n — oo. Mais par le TCL, (N,, — An)/+/n converge en loi quand n — oo vers la loi non-dégénérée
N(0, \). Par conséquent, Ny — At ne converge pas p.s.
De maniere similaire, si (N; — A\t)? — At converge p.s. quand t — oo, alors ((N,, — An)? — An)/t converge
vers 0, p.s. et donc aussi en loi quand n — oco. Mais ((N,, —An)? —An)/n = ((N,, —An)/y/n)? — X converge
en loi vers la v.a. non-dégénérée X2 — )\, ou X ~ N(0, ). Par conséquent, (N; — At)? — M\t ne converge
pas p.s. quand t — oo.

ON,—

En ce qui concerne la martingale M = e )‘t(eg_l), on note d’abord que si 6 = 0, alors M = 1 pour

tout ¢t > 0 et donc MY — 1 quand ¢ — co. Supposons alors que § # 0. Par la loi des grands nombres
Np/(An) — 1 p.s. quand n — oo, et puisque N|;j < Ny < Npyq pour tout ¢ > 0, on a également

N¢/(Mt) = 1 p.s. quand t — oo.
Puisque € — 1 > 6 pour 6 # 0, ceci implique que
ON, — Mt(e? —1) — —o0 p.s. quand ¢t — oc.

Par conséquent, Mf — 0 p.s. quand t — oo.
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Convergence de martingales et théoreme d’arrét

Exercice 76. Il suffit de montrer que
P(C° N {liminf X,, > —o0}) =0,
car en appliquant ce résultat a la martingale (—X,,),>0 on obtient P(C° N {limsup X,, < +00}) = 0 et donc
0 =P(C° N {limsup X,, < 400 ou liminf X,, > —o0}) = P((C U D)).

Quitte & considerer la martingale X,, — Xy, on peut supposer que Xy = 0. Soit K € N et posons T, = inf{n :
X, < —K}. Alors (XpaTyk )n>0 est une martingale avec X,ar, > —K — M presque strement. On sait d’apres
le cours qu’une martingale positive converge presque stirement vers une limite finie ; en appliquant ce théoreme
a la martingale (X,,ary + K + M), >0 on obtient alors que X, 7, converge p.s. quand n — co. Ceci implique
que X,, converge p.s. sur 'événement {Tx = oo}, ou

]P)(CC N {TK = OO}) =0.
Par 1’égalité des événements {liminf X,, > —oo} = limg_,o T {Tk = o0}, cela donne
P(C° N {liminf X,, > —o0}) = 0.

Exercice 77 (Lemme de Borel-Cantelli). Comme w € limsup A4, ssi ), 14, (w) = oo il suffit de montrer que
>, 1a, =ocossiy P(A, | F,—1) = oo sur un ensemble de probabilité 1. Soit X, = >"" _ 14, —P(An|Fm-1)
pour tout n > 1. Alors (X,),>1 est une martingale avec |X,, — X,,_1| < 1. Noter que X,, est la différence des
sommes partielles pour chacune des séries ci-dessus. Soient C' et D les événements de I'exercice précédant. Alors,

— sur C, lim,, X,, = X existe et done Y - L4, = Xoo+> o0 P(A,|F,—1). En particulier, > 14, = 00
ssi Yy, P(A, | Fno1) = 0.

— sur D, en fait les deux séries divergent (et donc I’équivalence est vraie), car lim sup,, X,, = co implique
>, 1a, = oo et liminf, X,, = —oo implique ), P(4,, | F,,—1) = oo par positivité de chacune des deux
séries.

En résumant, sur C' U D, > 14, = o0 ssiy.,, P(A,|F,—1) = co. D’apres le dernier exercice, C'U D est un
ensemble de probabilité 1. CQFD.

Exercice 78 (Quelques (contre-)exemples). 1. Par indépendance de €,,41, Y41 et F,, on a pour tout
n €N,
E[MnJrl - M, ‘]:n] = E[EnJrlYnJrl |]:n] = E[5n+1]E[Yn+l} =0,

car E[Y,] = 1(a, — a,) = 0 pour tout n € N*. Ceci montre que (M, ),>0 est une martingale par rapport
a la filtration (F,)n>1. Montrons qu’elle converge presque sirement. On a

ip(%:l):i% < 00,
n=1 n=1 n

et donc par Borel-Cantelli,
P(limsup{e, = 1}) = 0.

Mais puisque &, prend valeurs dans {0, 1} pour tout n € N, cela implique

P(INVn > N : ¢, =0) =P(liminf{e, = 0}) =1 — P(limsup{e, = 1}) = 1.

Par conséquent,
P(3NVn > N : M, = My) =1,
et donc M,, converge p.s. quand n — oo.
On souhaite trouver une condition suffisante sur (a,)n>0 tel que (My)n>0 n’est pas bornée. On raisonne
par contradiction. Supposons que (M, )n>0 est bornée dans L'. Alors €,Y,, = M,, — M,,_; lest également
car ||le,Yull1 < [|Mnll1 + [|Mpn-1]|1 par I'inégalité triangulaire. Or,
a
EllenYnl] = anP(e, =1) = n—z

Cela montre que ||M,]||; — oo, dés lors que a,/n? — oo quand n — oo.
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2. On a F, = o(Ma,...,M,) = o(&,...,&,) pour tout n > 2, car (Ms,...,M,) est une fonction de
(&2, ...,&) et vice versa. Il vient,
—n? n? n?2-1
=—-141=0.
n? + n2—1 n? +

>R =) =3 <o
n=1 n=1

E[M,, — My_1 | Fao1] = E&,] =

On a

et donc par Borel-Cantelli,

7?,2

P(INVn > N : &, = m) =1 —P(limsup{¢, = —n?}) = 1.
Puisque n?/(n? — 1) > 1/2 pour n > 2, cela montre que M,, — 00 p.s.

Exercice 79 (Sommes aléatoires). On définit S, = Y_;_, ax X}, pour tout n € N et on note (F,,)n>0 sa filtration
canonique. On a alors,

E[Sn—ﬁ—l‘}—n} = E[Snl}—n] + E[an+1Xn+1|]:n] =5, + an+1E[Xn+1] =5,.

Donc, (Sy)n>0 est une martingale. On a pour tout n € N, par indépendance,

n
E[S?] = Var(S ZVar (ap X)) = Var(Xy) Z az.
k=1 k=1
En particulier, puisque Y-, a2 < oo, la martingale (S, ),>0 est bornée dans L?. Par conséquent, elle converge
p-S.
Exercice 80 (Théoreme de Rademacher). 1. Soit = > 32, bx27% comme dans 1'énoncé et n € N. On

note r = Y2 1 bp27% < 27" On a alors

on(z) =|2"2|27" = {z”: b2k 4 TQ"J 27" <Z b2~ k) Zb;ﬁ_

k=1

Par conséquent, si 0 < k < n, alors

n k
er(en () = ¢k <Z bﬂi) = Zbifi = p(2).

2. On ad’apres 1., Xi = ¢r(X,,) pour tout k € n, ou les ¢y, sont continues par morceaux et donc mesurables.
Par conséquent, (X)) C o(X,,) et donc o(Xo, X1,...,X,) = 0(X,,). En ce qui concerne la second égalité,
puisque X,, = ¢, (X), on a trivialement o(X,,, X,,41,...) C o(X) pour tout n € N. De plus, par 1., on a
X = limpeoo on(X) = limpeoo X, et done

o(X) Co(Xn, Xnt1,---)-

pour tout n € N. Ceci implique la seconde égalité.

3. Soient By, Bs, ... des v.a. iid de loi Ber(p). On sait d’apres le cours qu'en posant X = Y 7, B;27% X
est de loi uniforme sur (0,1). De plus, on a X, = > ,_, Bx27" pour tout n € N. On a alors,

E[h(Xp41)Xn] = E[(X; + Bn+127(n+1))|Xn] = %(h(Xn + 27(n+1)) + h(Xn)).

Par conséquent, avec h(z) = 2"t (f(z + 2~ (V) — f(z)), on a

BlZnialFal = EIh(Xns)l ] = 5277 (X0 +27) = £(X0)) = Za.

Notons que (F,,)n>0 est une filtration a cause de la partie 2. On en déduit que (Z,)n>0 est une (Fy,)n>0-
martingale. De plus, puisque f est Lipschitz sur [0,1] et X,, <1—27" p.s., on a

| Zn| = 2" f(Xn +27") = f(Xp)| £2"L27" = L,

et donc (Z,)n>0 est bornée.
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4. Puisque (Z,),>0 est une martingale bornée, elle converge p.s. et dans L' vers une v.a. Z. Cette v.a. est
mesurable par rapport a (), 0(Xn, Xnt1,...) = 0(X), ot la derniere égalité vient de la partie 2. Par
le lemme crucial, on a alors Z = g(X) pour une fonction mesurable g, et puisque (Z,)n>0 est bornée, g
I’est aussi.

5. Par la décomposition dyadique de X (voir la solution de la partie 3), on a pour tout n € N, que X — X,
est de loi uniforme sur [0,27™) et indépendante de F,,. Par conséquent,

Xp+27"
E[h(X)|X,] = 2" / h(u)du.

n

De plus, on sait que (Z,),>0 est une martingale fermée et donc Z,, = E[Z|F,] = E[g(X)|X,,]. Ceci donne
la formule pour Z,.

6. D’apres la derniere partie, on a f(X,, +27") — f(X,) = ))((n+2’" g(u)du p.s., pour tout n € N. Puisque

P(X,, = a2~™) > 0 pour tout a € {0,...,2" — 1}, il en suit que

(a+1)27"

f((a+1)27™) — f(a2m) = / g(u)du,

a2—n

pour tout n € N et a € {0,...,2" — 1}, et par conséquent, f(z) = f(0) + [, g(u)du pour tout = de
la forme a2™", a € {1,...,2"}. Par continuité de f, on en déduit que cette formule est vrai pour tout
xz € 10,1].

Exercice 81 (Martingales exponentielles de la marche aléatoire). 1. Soit 6 # 0. Par la loi des grands nombres,
Sn/n — 0 p.s. quand n — oo, si bien que presque siirement,

1 n
—log W, (0) = QS— — log cosh § — —log cosh 6 < 0.
n n

En particulier, log W,, () — —oo p.s. et donc W, (0) — 0 p.s. quand n — co.

Si W, () était uniformément intégrable, alors elle convergerait dans L' vers sa limite. Or, pour tout
n € N, E[W, ()] = E[Wy(6)] = 1 # 0. Par conséquent, la martingale W, () n’est pas u.i.

2. On sait d’aprés le cours que T} est un temps d’arrét et que 7) < oo p.s. La martingale arrétée W1 () =
Wonr, (0) converge alors p.s. vers Wr, (). De plus, puisque Spar, < 1 pour tout n € N et cosh(f) > 1,
on a Wy, (0) < e’ pour tout n € N et > 0. Et bien stir, W,, > 0 pour tout n € N. Par conséquent, la
martingale arrétée W71 (6) est bornée et converge donc dans L' vers sa limite Wr, (6), d’ot

E[Wr, (0)] = E[Wo] = 1.

Or, E[W7, (0)] = E[e? cosh(#)~T1], ce qui donne E[cosh(§)~11] = e*.
3. On a pour tout 6 > 0,

E[Wr_, (0)] = Ele~? cosh(0)"*] = e "E[cosh(0)"*] = e,

d’aprés la derniére partie et le fait que 71 et 77 ont méme loi.

4. Pour A > 0, soit 6 > 0 tel que e* = cosh(#). En particulier, A | 0 si et seulement si @ | 0. Plus précisément,
quand A | 0O,

cosh”(0)

5 0% + 0(6%) = 14 167 + 0(6%) = 37" +0(0)

e* = cosh(f) =1 +

et donc 6 ~ v/2X quand A | 0. Avec la partie 2 de I'exercice, on a

1-Ele ) =1-e%~0~V2\, quand A | 0.

5. Quand 6 € C, on peut montrer comme dans la partie 1 que W, () est une martingale & valeurs complexes
(on admet que tous les résultats se transportent dans le complexe). En particulier, ®W,,(0) est encore
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une martingale. Or, on a Z,(y) = RW,(iy) pour v €] — I, %[, puisque e = cos(y) + isin(y) et
cosh(iy) = cos(7y). Ceci permet de conclure.

Bien stir, on peut se priver de cette explication élégante et rester dans le réel : on a pour n € N, par le
théoreme d’addition du cosinus,

E[Zni1(7)|Fn] = cos(y) " Elcos(vSy + ¥ Xni1)|Fn]
= cos(7) " Elcos(vS,) cos(Y X1 1) — sin(yS,,) sin(y X4 1)|Fn]
) in(15,)

Elcos(7Xn+1)] + [sin(vXn41)]

cos(7) cos(7y)" !
_ Zn(y) cos(y) +cos(—y) | sin(ySn) sin(y) + sin(—y)
cos () 2 cos(y)ntt 2

6. Onnote d’abord que 7", , < T, < o0 p.s. par un théoreme du cours. Puisque Z,, (5. ) = cos(5-5,)/ cos(g-)"

et cos(§) =cos(—3) =0,ona Zr_,  (5-) = 0. Par conséquent

ElZr_, .(35)] =0#1=E[Z(5;)]-

T

Le théoreme d’arrét optionnel nous dit alors que les martingales (Z,a7_, , (55))n>0 €t (Zn(55))n>0 ne
sont pas uniformément intégrables.

7. On a 0 < cos(gz2) < 1 pour tout = € [—a, a]. Par conséquent, on a pour tout n € N,

—(’I‘L/\T_,,,,a) )_T—a,a ]

0< Znnar, . (5=) < cos (35) < cos (

s
2a

Si on avait E[cos (%)_Tﬂ“a] < 00, la martingale (Z,a1_, , (35))n>0 serait alors uniformément intégrable,

ce qui est exclu d’apres la derniere partie. Par conséquent, E[cos (%)

_T_“’"'] = 00.

8. Soit v €] — 5, 5[. Pour tout n < T 4,4, on a S, € [~a,a] et donc Z,a7_, () > 0 pour tout n. Par le

lemme de Fatou, on a alors

E(Zr., ()] = E[lm Zunr_,, ()] < lm ElZur ., (7)] = E[Zo(7)] = 1

n—oo

_T—a,a]

Par conséquent, 1 > cos(ya)E[cos(7y) , et donc

E[cos(y)~T==2] < (cos(ya)) ™t < oc.

9. Soit A, la solution de es = cos(4=)~*. D’apres la partie 7, on a alors E[e*s?=2] = 0o, et donc, puisque
T oo >0, E[er-ea] = 0o pour tout A > \,. Par la partie 8, & cause de la continuité du cosinus, on a
en plus E[e~*T-e.2] < 0o pour tout A € [0, \,][, et on I'a trivialement pour A < 0 puisque 7, , > 0. Ceci
permet de conclure.

En ce qui concerne I'équivalent de A\, quand a — oo, on remarque d’abord que pour x — 0, on a

1 132 2 1 JCZ 2 z?2 2
cos(z) ™ = (1 - > +o(z%)) =1+ - T o(z?) = eT Hol@7),

, 2
Par conséquent, on a A\, ~ g quand a — oo.

Exercice 82 (Modele de Wright-Fisher). 1. Pour tout n, X, est intégrable, car 0 < X,, < N. Conditio-
nellement & F,,, X,,4+1 suit la loi binomiale de parametres N et p = X,,/N. Par conséquent,

Xn

(Xn)n>o0 est donc une martingale. Puisqu’elle est bornée (par N), elle converge alors dans L' et p.s. vers
une limite X .
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2. M, est bornée par (N/(N — 1))"N? et donc intégrable. On calcule I'espérance conditionelle :

N
E(Mo1 | Fal = (5" DN =) (F) () (0 = )
=0

N-1
N \n+1 N! X, Xn \N—1
= (m) * (N—i—1)I(i— 1)1(?) (17 7)
=1
N-1
= ()N N - DX (- %) 3 () (B KN
=1
N— 2
:(%) (N = X,,) XW 1_X)N21
1=0
= M,.

Ici, la derniere somme vaut 1, car c¢’est la somme sur les probabilités qu'une v.a. binomiale de parametres
N —2et p=X,/N vaut i.

3. Puisque X,, converge dans L' vers X, on a
E[Xo] = E[Xo] = k.

Aussi, puisque X,, = Xoo p.5., Xp(N — X,,) = Xoo(N — X)) p.s. De plus, 0 < X,,(N — X,,) < N pour
tout n € N. Par convergence dominée et le fait que M,, est une martingale,
E[Xoo(N = Xoo)] = lim E[X,,(N = X,)] = lim (87)"E[M,] = lim (5H)" k(N — k) = 0.
4. Puisque X € {0,..., N}, Xoo (N — X)) > 0. Or, E[Xo(N — X)] = 0 par la derniére partie, si bien

que Xoo (N —X) =0 p.s., ou X € {0, N} p.s. Puisque E[X ] = k, cela détermine la loi de X, comme

étant
_ N-—k k

On interprete ce résultat comme suit : Presque sirement, un des deux types a ou A envahit toute la
population. La probabilité que le type a envahit la population est k/N, soit proportionelle au nombre
d’individus de type a au début.

Exercice 83 (Un jeu de cartes). 1. Apres avoir retourné n cartes, il restent 52 — n cartes dans le jeu. Par
conséquent,
J
52 —n’

P(An-H ‘Rn = .7) =

2. On a soit Ry,+1 = R,, soit R,41 = R, — 1. Or,

R,
P(Rp iy = R — 1| R) = P(Ay i1 | Ry) = 0
n+1 — {n n) — n+1 59 — n
Par conséquent,
R, 51 —
E[Rn+1|Fn] = R — P(Ros1 = Ry — 1| Ra) = R — = Ry

52 —n "52 —n’

En particulier,

E[Ru+1 | Fo) lon
Bl 173 = 5 26ty ~ P mGr—m

X, est donc une martingale, et d’apres la premiere partie de exercice, X;, = P(A,11 | Ry) = P(Apy1 | Fan).
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. T ¢ i 2 j i
3. Il est naturel de supposer que 7 est un temps d’arrét, ce qui correspond & ce que le joueur ne connaisse
que les cartes qui ont été retournées et doit donc baser sa stratégie sur cette information.

Le joueur gagne si la (7 + 1)-iéme carte retournée est rouge, soit, si A,y est vérifié quand 7 = n. Par
conséquent, la probabilité de victoire est

51 51
ZP(A"‘H’ T= n) = Z E[P(An—H ‘]:n)lT:n]
n=0 n=0

51
=Y E[X,1,-,]
n=0
=E[X,].
Puisque 7 est un temps d’arrét borné, le théoreme d’arrét optionnel donne
E[X,] = E[Xo] = E[Ry/52] = 1/2.

La probabilité de victoire est alors égale & 1/2 pour n’importe quel temps d’arrét 7, autrement dit, toutes
les stratégies se valent.

Chaines de Markov. Etude qualitative et quelques exemples.

3/4

1/2 1/4
1/2

FIGURE 1 — Graphe décrivant la chaine de Markov de I’Exercice 1.

Exercice 84. 1. D’apres la description de (X,,)n>0, Xn+1 ne dépend de Xy, ..., X,, qu'a travers X,,, plus
précisément, on a

P(Xus1 = Xoveoo o) = Q) 0@ = (Qaiosia = (35 13

Par conséquent, (X,,),>0 est une chaine de Markov sur {1,2} de matrice de transition Q).
2. On a
Pnt1 = P(Xpp1 =1)
=P(Xp11 =1 X, = 1)P(X,, =1) + P(Xpy1 = 1] X,, = 2)P(X,, = 2)
= Q(]-v 1)pn + Q(27 1)(1 - pn)
= —p,/4+3/4.

3. On cherche p; quand pg = 1. Par la relation de récurrence, on a

: 3(1— (~1/4)7) )
pr = po(—1/4)7 3/4; —1/4)" 1/4)7+m:§ 2(-1/4)" ~ 2.

4. Si p, = 3/5, alors on a par la partie 2, p,4+1 = —(3/5)/4+3/4 = 3/4(1 — 1/5) = 3/5. Par récurrence, on
obtient alors que py = 3/5 entraine que p,, = 3/5 pour tout n € N.

5. Le cout moyen par jour se calcule
X (3/5) +4x (2/5) +2xQ(1,2)(3/5) +1 x Q(2,1)(2/5) = (6 +8+3+3/2)/5 =17/5=3.4

11 est alors de 3,40 euros par jour.
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FIGURE 2 — Graphe décrivant la chaine de Markov de I’Exercice 2. Les sommets correspondent aux états, les
arétes aux transitions entre états de probabilité non nulle.

Exercice 85. En inspectant la matrice de transition ou la Figure 2, on voit que 5 est un état absorbant et
que les états 1 et 4 forment une classe de récurrence. Chacun des états restants communique avec 5 ou alors
avec la classe {1,4}. Il en suit que les seules classes de récurrence sont {5} et {1,4}, que les états restants sont
transitoires et que 5 est le seul état absorbant.

Exercice 86. On a pour tout n € Net y € {1,...,6}, X, 41 = max(X,,&,+1), si bien que
P(Xn—i-l =Y | XOa v 7Xn) = P(maX(Xn7§n+l) =Yy | X07 e 7Xn)
1/6  siy>X,

= Xn/6 si Yy = X, = Q(Xnvy)
0 sinon

L’état 6 est absorbant. Les états 1,...,5 communiquent avec 6 car Q(x,6) > 0 pour tout = € {1,...,5}; par
conséquent ils sont transitoires.

Pour trouver Q™ pour tout n € N, il est difficile de le faire directement par calcul matriciel. Mieux vaut
raisonner de maniere probabiliste : Pour tout x <y, on a

P, (Xn <y) =P(max(&1,...,6n) <y) = (y/6)".

De plus, P, (X, <a —1) =0 pour tout z =1,...,6 et n € N. Par conséquent, on a

PZL’(XTL < y) - ]P):c(Xn <y-— 1) = (y/G)n - ((y - 1)/6)n sty >x

Q" (z,y) = Pu(X,, <) = (z/6)" siy==x
0 sinon.
Exercice 87. Soit Y;, = (X,,,n). Puisque Y,, et X,, sont des fonctions I'un de 'autre, on a alors o(Yp,...,Y,) =
o(Xo, ..., X,) pour tout n € N. Par conséquent, on a pour tout n € N,

P(Yot1 = (y,m)|Yo,...,Yn) =P(Xpq1,n+ 1) = (y,m) | Xo, ..., Xy) = { .
0 sinon.

Par conséquent, (Y},)n>0 est un processus de Markov sur E x N de matrice de transition

Q((w.n), (g m)) = {Q"(I’y) sim=n+1

0 sinon.

Exercice 88. Notons (X,,),>0 la chaine de Markov de 1’énoncé et Ty = inf{n >1: X, =0}. Alors

Po(Ty > n) = P(X; = iVi <n) = [[ ps.
=1
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En prenant la limite n — oo, on obtient
Py To sz

Par conséquent, 0 est un état récurrent si et seulement si H _1pi = 0.

Exercice 89. 1. Si X, +&,+1 > 1, alors cela signifie qu'un client sera servi au temps n + 1, donc X, 11 =
Xn+éni1—1= (X, +& 11— 1), En revanche, si X, +&,41 = 0, alors aucun client sera servi au temps
n+1etdonc X, 11 =0= (X, + &1 — 1T

2. Par récurrence : pour n = 0, on a Xog = Sy = Sy — My, car My = 0. Supposons que c’est vrai pour un
certain n. On a alors
XnJrl = (Xn +£n+1 - 1)+ = (Sn - Mn +€n+1 - 1>+ = (Sn+1 - Mn)+
On a alors deux cas possibles :
(a) Si Spi1— M, >0, alors X, 41 = Sp41 — My et M1 = min(M,,, Sp1) = M,.
(b) Si Sp+1— M, <0, alors X1 =0 et M,41 = min(M,,, Snt1) = Snt1-

Dans les deux cas, X;4+1 = Sn+1 — Mp41.

3. Pour tout n, les variables Xy, ..., X,, sont mesurables par rapport a o(Xo,&1,...,&,). Par conséquent,
puisque &,+1 est indépendante de o(Xo,&1,...,&,) par hypothese, elle est également indépendante de
o(Xo, ..., Xn) pour tout n. Par conséquent,

IED(—‘Xvn%»l = y|X07’ .. 7Xn> = ]P((Xn +£n+1 - 1)+ = y|X07 .. 7Xn) = Q(me)7
avec

wy+l—2z) siz>louy>1
Qz,y) = . -
(1) +p(0) siz=0ety=0

=p(y+1— )+ p(0)la—y—o.

Par conséquent, (X, ),>0 est une chaine de Markov avec matrice de transition Q.

Pour montrer que la chaine est irréductible, on remarque que Q(z,z — 1) = u(0) > 0 pour tout = > 1,
et donc z ~» © — 1 pour tout x > 1. Par récurrence, cela donne = ~» y pour tout y < z. De plus, puisque
w(k) > 0 pour un k > 2, on a Q(z,xz +k — 1) = p(k) > 0 pour tout > 1 et donc par récurrence
x ~ 2+ (k—1)n pour tout > 1 et n € N*.

Si z et y sont arbitraires, posons n =y + 1, si bien que = + (k — 1)n > y. Par ce qui précede, on a alors
x ~ 2+ (k—1)n ~ y, si bien que 2 ~» y. La chaine est alors irréductible.

4. Par la loi forte des grands nombres, on a S,,/n — E[¢; — 1] p.s. quand n — oo. Si E[§;] > 1, alors cela
signifie que S,, — oo p.s. Puisque M,, < 0 pour tout n € N, on a d’apres la seconde partie : X,, > 5,
pour tout n € N, et donc X,, = oo p.s. quand n — oc.

5. On a pour tout n < T, M,, = 0. Par la second partie de I’exo, on a alors X,, = S,, pour tout n <T.
Posons Xy = 2 > 1. Montrons que T' < oo p.s. Quand E[£;] < 1, ceci est une conséquence immédiate de
la loi forte des grands nombres. Quand E[¢1] = 1, considérons la martingale arrétée S7. Cette martingale
est positive est converge donc p.s. vers une limite. Or, puisque p.s., S, ne converge pas quand n — oo,
cela implique que T doit étre finie presque strement. Donc 7' < oo p.s. dans tous les cas.

Puisque X,, = S,, pour n < T et T' < o0 p.s., I’état 0 est atteint p.s. pour tout Xy = z > 1. Ceci montre
que TO < oo p.s. et donc que 0 est récurrent. Par irréductibilité, ceci est vrai pour tous les états, et donc
la chaine est récurrente.

Exercice 90. Notons (Z,,),>0 la marche aléatoire sur 'arbre et posons Y,, = d(0, Z,,), ou d(-,-) est la distance
dans l'arbre et () est la racine de 'arbre. On vérifie alors aisément que (Y;,),>0 est encore une chaine de Markov
(sur N) de matrice de transition

Qv (z,y) = (2/3)1y=x+1 + (1/3)]11/:90—1 + (1/3)]1x=0,y=1-
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Cette chaine de Markov ressemble beaucoup & la chaine (X,,), >0 du dernier exercice si on prend p(0) = 1/3 et
1(2) =2/3 (si bien que E[¢1] = 4/3 > 1). En effet, si on note Qx la matrice de transition de cette chaine, on a

Qx(,y) = (2/3)Ly=z11 + (1/3)Ty=2—1 + (1/3)Lz=0,y=0;

si bien que Qx (z,y) = Qy(z,y) siz > 1 et quand z =0, 0on a Qy(0,1) =1 et Qx(0,1) =2/3=1-Qx(0,0).
Ceci implique qu’on peut plonger (Y;,)n>0 dans (X,,), >0 : définissons une suite de temps aléatoires Ny, Ny, ...
par

N, +1 si XNn 75 0

NZO, t Nn =
0 ¢ 1 {inf{kanH:XméO} si Xy, = 0.

On vérifie alors aisément que (Xy, )n>0 est une chaine de Markov de matrice de transition Qy et a donc méme
loi que (Y,)n>0-

Le dernier exercice nous donne maintenant que X,, — +o0o p.s. quand n — oo. Par conséquent, Y,, — +oo
p.s. également et donc (Y,,)n>0 est transitoire.

Chaines de Markov : Mesures invariantes, périodicité, martingales,
fonctions harmoniques.

Exercice 91 (Chaine de naissance et mort). 1. Sip; > 0et g;+1 > 0 pour tout ¢ > 0, alors on a ¢ «w i+ 1
pour tout ¢ > 0 et donc par transitivité, i «~ j pour tout ¢ < j. La chaine est donc irréductible. En
revanche, si pr, = 0 pour un certain k > 0, alors on a Q(4,j) = 0 pour tout 7 < k et j > k. Ceci montre
que i ¥ j pour tout i < k et j > k, et donc la chaine n’est pas irréductible. Si g;+1 = 0 pour un 7 > 0,
on fait un raisonnement analogue.

2. 1l vient de la définition de u que u(a) = 0 et u(b) = 1. Soit a < < b. Alors,
u(@) =Pp(Ty > Tp) = Y Pu(Tu > Ty | X1 = y)Pa(X1 = y).
y

Puisque z ¢ {a,b}, on a T, > 1 et T} > 1 presque stirement sous P, et donc T, =T, 060+ 1 et Tpo6+1
p.s. La propriété de Markov donne alors

Po(Ty >Ty | X1 =y) =Py (Tp00>T00| X1 =y) =Py, (To, > Tp) = u(y).

Par conséquent,

u(@) = Qz,y)u(y) = Qu(x).

Y

Dans notre cas, cela donne
u(x) = geu(z — 1) + rpu(x) + pru(x + 1),

ce qui, en écrivant u(z) =1 X u(x) = (¢z + rs + p)u(z), donne

(¢ + pz)u(z) = qru(x — 1) + pu(z + 1), et donc u(z+1) —u(z) = Z—i(u(x) —u(z —1)).

Par récurrence, cela donne

Va<z<b:ulz+1)—ulx)= 7(@) (u(a+1) — u(a)) = Cy(z),
()
avec C = (u(a + 1) — u(a))/v(a) = u(a + 1)/v(a). En sommant cette égalité, on obtient ainsi pour
a<x<hb,
u(a) =u(z) —u(a) =Y uly) —u(y+1)=C> (y).
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Ceci est en particulier vrai pour z = b, ce qui donne
b—1
L=u(b) =C) ).
y=a

et done C' = (3221 4(x))~!. Ceci donne finalement,

YoZa (W)
S (y)

Dans le cas particulier ot p, = ¢, pour tout z > 1, on a y(z) = 1 pour tout = > 0, et donc

u(x) =

r—a
u(z) = —

3. Considérons I’événement {7y = oco}. On a P;-presque stirement T, > n — 1 pour tout n > 1; si bien que
{T() = OO} = lim {To > n} O lim {To > Tn}, Pi-p.s.
n—oo n—oo

Pour l'autre inégalité, on remarque que 7;,, < oo p.s., car soit la chaine est récurrente, dansquel cas
chaque état est visité un nombre infini de fois (irréductibilité!), soit la chaine est transiente, dansquel cas
elle tend vers oo p.s. et donc doit passer par I’état n, les seules transitions étant xt - x+1et z — x — 1.
Par conséquent, on a trivialement, P;(Ty = oo) < P1(Ty > T,,) pour tout n € N. Avec ce qui précede,
cela donne

P, (TO = OO) = lim P, (To > Tn)

n—oo

La derniére partie nous donne alors

P1(To = o0) = lim <Z v(y)> = <Z v(y)>
y=0 y=0

Par conséquent, P;(Ty = 00) = 0 si et seulement si ZZOZO ~v(y) = oo.

-1

Pour montrer que la chaine est récurrente si et seulement si ZZ’;O v(y) = oo, il suffit par irréductibilité

de montrer que 0 est un état récurrent, donc que Py(Ty = 0o) = 0 si et seulement si > a0 (y) = o0. Or,
puisque Q(0,%) = 0 pour tout ¢ > 2, la propriété de Markov donne,

]Po(fo = OO) = Po(fo = o0, X1 = 0) +P0(f0 = 00, X1 = 1) = O+p0P1(T0 = OO)7

et puisque py > 0, cela montre que Pg(fg = 00) = 0 si et seulement si ZZO:O ~¥(y) = oo.

4. Une mesure p est réversible si et seulement si pour tous =,y > 0,

w(z)Q(x,y) = u(y)Q(y, =)

Puisque Q(z,y) = 0 deés lors que |z — y| > 2 et puisque ’égalité est triviale si x = y il suffit de la vérifier
dans le cas |z — y| = 1, ol, en échangeant les roles de x et y, dans le cas y = x + 1. On a alors

p@)Qz,z+1)=plz+1)Q(z+1,2) < plz+1)= Pz ().

Az+1
Par récurrence, cela montre que p est réversible si et seulement si
Po- " Pz—1
() = —————p(0),
q1 -4z
et donc il existe une seule mesure réversible ¢ avec ((0) = 1 donnée par {(z) = % pour x > 0 (avec

la convention qu'un produit sur un ensemble vide vaut 1).

SiM:=%>7, Bo=Pe=t < 00, alors la mesure 7 = (/M est une mesure de probabilité réversible et donc
- x

invariante. Par irréductibilité, ceci montre que la chaine de Markov est récurrente positive. Inversement,
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si la chaine est récurrente positive, alors il existe une mesure de probabilité invariante 7. Par un théoreme
du cours, on sait qu'une chaine de Markov récurrente et irréductible admet une unique mesure invariante
(modulo multiplication par une constante), et donc ¢ = C'm pour une constante C' > 0. Par conséquent,

on a -
Zpo ZC CZW(Q?):C<OO.
=0

5. Dans le cas présent, on a par I’hypothese p < ¢,

0" x—l_Z( z
Y =——==> (v/a)
=g =

On est alors dans le cas récurrent positif. Soit 7 la mesure de probabilité invariante de la partie précédente.
On a alors d’apres un théoreme du cours, pour tout ¢ > 0,

o L YR /9t (g/p)
E,Ti] = —= = . = .
7 (i) (p/a)’ 1—p/q
Exercice 92 (Une chaine périodique). 1. Pour un entier n, notons n mod m son reste pour la division par

m. On a alors i ~» (i + 1) mod m pour tout i. Par récurrence, on a i ~» (i + k) mod m pour tout k > 1.
Par conséquent, i «~ j pour tout i,j € {0,...,m — 1} et donc la chaine est irréductible.

2. Soit n € Net 4,5 € {0,...,m —1}. On a pour tout chemin xy, ..., z,,

L 1 sizp =xk_1+ 1 mod m pour tout k
0 sinon.

k=1

Le seul chemin ¢ = xg, ..., x, tel que zy = xx_1 + 1 mod m pour tout k est le chemin x; = i+ k mod m.
Ce chemin satisfait x,, = j si et seulement si j =i + k mod m. Il vient,

Q") =Y. Jl@@k1=x)

1=0,.. ;T =] k=1

_{1 siy=x+n modm

0 sinon.
3. On a pour tout i € {0,...,m — 1},
Q"(i,1)) >0 < i=i+n modm < n=0 modm < m|n.
Par conséquent, on a pour tout i € {0,...,m — 1},
pged({n € N*: Q"(i,i) > 0}) =
et donc la période de la chaine est m.

4. Soit u la probabilité uniforme sur {0,...,m — 1}. Alors pour tout j € {0,...,m — 1},

m—1

pQ() = D wi)Q, j) = p(j — 1 mod m) = u(j).

i=0
Par irréductibilité, la probabilité stationnaire est unique et donc il n’y en a pas d’autres.

Exercice 93 (Lazy chain). 1. On apour tout n € Net y € E,
PI(YTL+1 :y|Y07'-~7Yn) :HDT( 72-&-1 =Y, Bn+1 = 1|Y077Yn)+Pz(Yn =Y, Bn+1 :0|Y077Yn)

Puisque B,41 et Y, sont indépendantes conditionellement a Yp,...,Y,, de lois respectives B(p) et
Q(Y,, ), ona
POK(YTZ-FI =Y Bn+1 :1|Y07'-~ n) —pQ( ns Y )
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De plus, puisque 1y, —,) est mesurable par rapport a Yp,...,Y,, on a

Pm(Yn =Y, Bn+1 =0 | Yo,... ,Yn) = ]l(Yn:y)P:r(Bn+1 =0 | Yo,..., Yn)
= (1 _p)]l(Yn:y)'
Par conséquent,
Py (Yni1 =y Y0, .., Yn) = (pQ + (1 — p) Id)(Ya, 9),
et donc (Y;,)n>0 est une chaine de Markov de matrice de transition @, := pQ + (1 — p) Id.

2. Puisque @, > pQ, on a Qp > (pQ)" = p"Q". Par conséquent, puisque p > 0, on a Qp(x,y) > 0 si
Q™(z,y) > 0, et done Y7 Qr(x,y) > 0si Y7 Q"(x,y) > 0. Ceci montre que (V,,)n>o est irréductible
si (Xn)nzO I'est.

3. Soit g une mesure sur E. Puisque p > 0, on a

pQ =p = puQ =pp = puQ+ (1 —plp=pu+ (1 —pp = puQ, = u,

et donc p est invariante pour (Y;,)n>0 si et seulement si p est invariante pour (X, ),>0-

4. Soit z € E. Puisque p < 1, on a Q,(z,z) > (1 — p)Id(x,x) > 0. Par conséquent,

pged({n € N*: Q) (z,z) > 0}) =1,

et donc la chaine est apériodique.

5. Si (X,,)n>0 est irréductible et récurrente positive, alors (Y},),>0 l'est également, par les deux premieres
parties de I’exercice. De plus, par la derniére partie de l'exercice, (Y,,)n>0 est apériodique. Par un théoreme
du cours, Y,, converge alors en loi vers la probabilité stationnaire quand n — oco.

Cette convergence n’a pas forcément lieu pour (X, )n>0 quand celle-ci est périodique, la chaine de 'Exer-
cice 2 en donne un exemple.

Exercice 94. Pour une fonction f € H, notons Qf(z) =3, cp Q(z,y) f(y), ce qui définit un opérateur linéaire
Q@ sur H. Soit n € N*. Alors

Eo[(f(Xn) = f(Xn-1)) | Xos- .o, Xn—a1] = Z Q(Xn—1,9)f(y) — f(Xpn-1) = (Q — 1d) f(Xy—1)-

yeE

Par conséquent, avec 'operateur linéaire A := @ — Id, le processus M; est une martingale pour la filtration
naturelle de (X,,)n>0-

Exercice 95 (Fonctions harmoniques et probleme de Dirichlet). 1. Puisque x est non-absorbant, ’ensemble
{ye E:y#wx, Qx,y) > 0} n’est pas vide. Par définition de ’harmonicité, on a alors

(1= Q(z,2))u(z) = Qu(z) — Q(z, z)u(z)
- 3 Q.yuly)
E, y

yeEE, y#z

= > Q(z, y)u(y)

yEE, y#z, Q(z,y)>0

< sup{u(y) |y # =, Q(z,y) > 0} > Q(z,y)

yEE, y#z, Q(z,y)>0

= sup{u(y) |y # =, Q(z,y) > 0}(1 — Q(x, v)),

ou la derniere égalité provient du fait que Zye g Q(z,y) = 1 pour tout z € E. Puisque z est non-
absorbant, on a 1 — Q(x,x) > 0, ce qui donne

u(z) < sup{u(y) |y # =, Q(z,y) > 0}.
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2. Si (u(X,))n>0 est une martingale par rapport a (F,)n,>o (sous P, pour tout € E), alors E;(u(X1)) =
E.(u(Xp)) = « pour tout z € E, et donc u est harmonique. Inversement, si v est harmonique, alors pour
tout n € N*, puisque (X,,)n>0 est une chaine de Markov, pour tout z € E,

Ex[“(Xn) |]:n—1} = Z Q(Xn—lay)u(y) = QU(Xn—l) = U(Xn—1)7
yekE

par I’harmonicité de u. Par conséquent, (u(X,))n>0 est une martingale par rapport a (F,),>0 sous Py
pour tout z € E.

3. On sait que T4 est un temps d’arrét, et donc {Tac < n} € F, et {Tac > n} € F,. On a pour tout
neNetaxekFE,

IP)z(AXv'rLJrl/\TAc =Y | —Fn) = ]P)z(XnJrl =Y | Jrn)]l(TAc>n) + IP)z(‘Xvn/\TAc =Y | ‘Fn)]l(TAcgn)
= Q(XnaTae, YU (The>n) + L Xpnr, e =) L(Tae <n)

Par définition de Tgc, on a Tac > n si et seulement si X,a1,. € A. Par conséquent,

Po(Xntintae = Y[ Fn) = Q(Xnarae, W L(xpnr,.€4) T Lxpnr, e =9) L(Xprr, o € 49)
= QA(XTL/\TAC 9 y)?

avec
Q(r,y), ze€A
QA(:E, y) = c
Id(z,y), z€ A
Puisque 0(XoaT,es - -« s XnaTae) = Fnarse C Fn pour tout n € N, on a également

IED:xv(AXVn+1/\TAc =Y | ]:n/\TAc) = QA(X’I’L/\TAC 5 y)

Par conséquent, le processus (X,a1,. )n>0 est une chaine de Markov de matrice de transition @ 4.
Si w est harmonique sur A, alors on a pour tout z € A : Qau(r) = Qu(z) = u(x), et pour tout
x € A°: Qau(x) = Idu(x) = u(r). Par conséquent, Qv = u et donc u est harmonique pour la chaine
(Xn/\TAc )n20~

4. Soit u harmonique sur A. Alors d’apres la derniere partie de Iexercice, u est harmonique pour la chaine
(XnaT,e )Jn>0. Par la deuxieme partie de 'exercice, (w(Xnpar,.))n>0 €st alors une martingale pour la
filtration (Fpat,e )n>0, pour tout x € E. Fixons x € A. Puisque X,a7,. prend valeurs dans A U 0A,
P,-p.s. pour tout n € N, et que AU JA est un ensemble fini, la martingale (u(Xpa7,.))n>0 €st bornée
dans L et donc une martingale fermée sous P,. Notons Xooa7,. sa limite (dans L' et p.s.) et notons
que Xoorr,e = X7, quand Xp,. < 0o.
Par hypothese, on a P, (T4 < c0) = 1. De plus, par définition de 9A, P, (X1,. € 0A, The < c0) = 1.
Par conséquent,

u(x) =E, [U(Xoo/\TAc )] = ]Ex[u(XTAc)]l(XTAC €0A, Tpc <oo)}'

11 en suit que u(x) est déterminée par les valeurs de u sur JA. Puisque x € A était arbitraire, ceci permet
de conclure.

Exercice 96 (Bonus : Fonctions harmoniques et propriété de Liouville). 1. Soit u une fonction harmonique
bornée. Par 'Exercice 5.2, le processus (u(X,))n>0 est alors une martingale bornée. Fixons un élément
0 € E quelconque. Soit Ty le temps d’atteinte de 0. Puisque la chaine de Markov est récurrente, on a
P,(To < o0) = 1 pour tout x € E. Par le théoréme d’arrét (u est bornée!), on a alors

Ve € E:u(zr) = Ey[u(Xo)] = Ez[u(X1,)] = u(0).

Ceci montre que u est constante et que la chaine est Liouville.

2. Soit u une fonction harmonique bornée. Soit x,y € E. Par 'Exercice 5.2, on a alors pour tout n € N,
u(z) = E[X7] et u(y) = E[XY]. En particulier,

|u(2) — u(y)| = limsup [E[u(X;)] - Eu(X7)]].

n—oo
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Par hypothese, on peut coupler X* et XY de telle facon que
PEANVYRn>N: X7 =XY)=1.
En particulier, on a P(X* = X¥) — 1 quand n — oo, et donc

lu(z) — u(y)| = lim sup [Efu(X7)] — E[u(X)]|

n— oo

< limsup [|u| o P(X5 # X3)
n—oo
=0.

Ceci montre que u est constante et que la chaine est Liouville.

3. Soit u une fonction. Puisque p > 0, on a
Qru=1u <= pQu+ (1 —plu=u <= pQu =pu <= Qu = u,

ce qui donne le résultat.

4. Nous décrivons d’abord en mots ce que nous allons faire avant de ’écrire formellement : on considere
la version lazy de la MAS avec p = 1/2. Nous pouvons alors coupler les marches X* et XY de la fagon
suivante. A chaque pas, nous choisissons la méme coordonnée pour les deux marches. Si X* et XV
coincident en cette coordonnée, on les fait bouger pareil. Sinon, on fait bouger 'une des deux au hasard,
et 'autre reste sur place. En utilisant la récurrence de la MAS sur Z, on peut ainsi faire converger chacune
des d coordonnées, si bien que X = XY a partir d'un certain rang.

Maintenant formellement : Soit z,y € Z%. Soit (Uns Bny Jn)n>o0 une famille iid de couples aléatoires de
loi Unif({1,...,d}) ® B(1/2) ® (§_1 + 61)/2. Notons v(k) la k-itme coordonnée d’un vecteur v. Notons
également ey, ..., eq la b.o.n. usuelle de R%. On définit alors

X§ ==, VneN: X7, =X, + Jnev, (s, =1)
Xg=y, VYneN:XJ =X+ Juev,(L(p,=1, x2W.)=xzw.) + LiB,=0, X¥(U.)£X2(U.)))

Alors (XZ),>0 est évidemment une version lazy (avec p = 1/2) de la MAS sur Z¢. Montrons que (X¥),>0

en est une aussi. Si
Fn=0(Ug, Bk, Jr), k=1,...,n—1),

alors on a pour tout n € N,

P(Bn = 17 X?L(Un) = Xﬁ(Un) |-7:n) + ]P(Bn = Oa X%(Un) 7'é Xﬁ(Un) ‘fn)
=P(Bn = 1| Fn)P(X}(Un) = X5 (Un) | Fn) + P(Bn = 0] F)P(XF(Un) # X5 (Un) [ Fn)

1
— 5 (POXA(U) = Xi(Un) | Fo) + POXUUL) # X5 (Un) | 7))
1
5
Par conséquent, pour tout n € N et j € {£ey,...,teq},

P(Xo — X7 =351 Fn)

= P(JneUn =J ‘ fn) P(Bn =1, Xq?{(Un) = Xﬁ(Un) |-7:n) +]P(Bn =0, X:{(Un) # Xﬁ(Un) |~7'—n))
1 . 1 1
= ip(JneUn = ]) = 5 X ﬁ

Cela donne aussi

1
P(XY XV =0|F)=1-Y P(XY,, - XV=j|F,) ==
( n+1 n 0|]:) EJ: ( n+1 n ]‘f) 9
Puisque o (XY, ..., XY) C F,, cela montre que (X¥),>0 est bien une version lazy (avec p = 1/2) de la
MAS sur Z.
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Etudions & présent le processus (Dy,)n>0 = (XF — X¥)n>0. Notons d’abord que par construction,

X1 — Xpp1 = X — X3+ Juev, Lxy,)£x2(0,))

et donc
Dn+1 = Dn + JneUn]l(Dn(Un)?éO)'

En particulier, pour tout k € {1,...,d}, Dpt1(k) — Dpn(k) € {—1,0,1}. De plus, pour i € {—1,1}, on a

. . 1
]P)(DnJrl(k) - Dn(k) =1 | .Fn) = P(Un = k)]P)(Jn = Z)]].(Dn(k);éo) = ﬁﬂ(Dn(k)#O%

Le processus (D,,(k))n>0 est alors une version lazy (avec p = 1/d) de la MAS sur Z, arrétée quand elle
atteint 0. On sait que la MAS sur Z est récurrente, montrons que sa version lazy ’est aussi. Ceci est en
fait vrai en généralité, car, avec la notation de I’Exercice 3, on a

> Qr=> (pQ+(1—p)ld)"

-2 (P)pra-rer

n k=0

=> Q") (Z)p’“(l —p)" "
k n=~k

_1 .

—ng,

par une égalité du cours.

On déduit que presque stirement, pour tout k € {1,...,d}, D, (k) atteint 0 en un temps fini T} et y reste.
Par conséquent, on a X = XY pour n > maxi—1,. .1}, et donc notre couplage est bien un couplage
comme dans la partie 2 de ’exercice.

Par la partie 2 de V’exercice, on en déduit que la version lazy (p = 1/2) de la MAS sur Z% est Liouville.
Mais par la partie 3, cela implique que la MAS sur Z? est également Liouville.

Exercices supplémentaires

Exercice 97 (Probleme du collectionneur de coupons). 1. Soit k € {1,...,n}. On observe que X, ;, représente
le temps qu’il faut attendre pour tirer un coupon différent des k& — 1 collectés précédemment. Ainsi, X,
suit une loi géométrique de parametre p, , = 1 — (k — 1)/n, c’est-a-dire que

VreN*  P(Xpr=7)=1—pur)  ‘Dui

En particulier, on a alors E[X,, ] = 1/pn x et Var(X,, &) = (1 —pnx)/p5 - De plus, a n fixé, les variables
aléatoires X, j, sont indépendantes. Sachant que T,, = X,, 1 + ... + X,, ,, on en déduit que

n n

1

S D= ==t SERT
k=1 1 Pk k1n_k+1 =1 t

pour n — 00. De méme, en utilisant en outre I'indépendance des X, 1, on a

n n 2 n
Var(T, ZVar nk gz_: _E:I(TL—IZ—H> :n2;—:1€1220(n2).

klp’k

2. Soit € > 0. D’apres la question précédente, il existe un entier ng > 1 tel que pour tout entier n > ng,
P q p )

E[T,]
nlnn

w\m

1‘§
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On en déduit que

T,
nlnn

T, E[T.]

nlnn nlnn| —

1‘>5 -

Ty
1’

nlnn

L’inégalité de Chebyshev conduit donc a

IP’< In 1’>6>§]P’(|TnE[Tn]>;nlnn><4var(T")O( L )

nlnn (enlnn)? (Inn)2
On en déduit finalement que

T, P
LR
nlnn n—oo

Exercice 98 (Polynémes de Bernstein). 1. Soit S, (z) ~ Bin(n, z). Alors P(S,(z) = k) = (})zF(1—z)"~F
pour tout k£ € N. Ceci donne

B s/l = X k(S = 1) == 3 1 () (7)1 -0~ = B o).

keN k=0

2. On a pour tout € > 0, z € [0,1] et n € N*,

|Bn(z) — f(x)] = [E[f(Sn(2)/n) — f(2)]]
<E[[f(Sn(z)/n) — f(x)]
<E[lf(Sn(@)/n) = (@) L}s, (@) /n—e|<c] T E[lf(Sn(x)/n) = f(2)[ 15, (2) /n—a|>c]
=T+ T5.

Fixons § > 0. Puisque f est continue et [0, 1] est compact, f est uniformément continue. Il existe alors
e > 0 tel que |f(z) — f(y)| < ¢ pour tout |« —y| < e. En particulier, T} < E[§] = §. De plus, f est bornée.
L’inégalité de Chebychev donne alors

T < || fllooE}s, () /m—z|>e] = [IflocP(|Sn(2)/n — 2] > €)

< I flloce™" Var(S, (x)/n)
= 1 flloce™ (1 — 2)/n < [|flloce ™"/ (4n).

Par ce qui précede, on a pour n > (4d¢|| f|loo) ™t et tout z € [0, 1],
|Bue) — f(a)] < 25
Ceci montre que By, (z) tend uniformément vers f(x) quand n — oo.

Exercice 99 (Variables aléatoires symétriques et fonctions caractéristiques). 1. On a pour toute variable
aléatoire réelle X, ¢_x(t) = px(—t) = ©x()*, ot z* est le conjugué complexe de z € C. Par conséquent,

loi

X=X <= o x(t)=px(t)Vt e R <= px(t) = ox(t)*Vt e R <= px(t) e RVt ER.

2. La variable Z est symétrique et indépendante de X. Donc le couple (—Z,Y") a méme loi que (Z,Y"). Donc
—ZY et ZY ont méme loi. De plus, on a pour toute fonction f : R — R mesurable,

E[f(X)] = E[f(2Y)] = %(E[f(Y)] +E[f(=Y)D-

Par conséquent, on a pux = 3(uy + pi—y) et en particulier, px = 1(py +¢o_v) = $(9y + ¢}) = Rey.
3. On a %e—m = %(e‘”lxzo + e%1,<0). La fonction caractéristique de la loi exponentielle de parameétre 1
est t — (1 —it)~!. Par la derniere partie de 'exercice, on a

1 1+t 1

— % — — )
1—it  [1—it]2 142

px(t)
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4. Soit X comme dans la derniere partie. Comme px est intégrable sur R, on a par la formule d’inversion
de Fourier,

1 1 ; 1 ; 1 1 ; 1
e —itx 1) di = 7/ —itx dt = 7/ itx dt.
2°¢ 27r/Re ex(t)dt =35 | e 2 ¢ w1+

Par conséquent, la fonction caractéristique de la loi de Cauchy de parametre 1 est la fonction ¢ — e~ I*l.
Si X1, X5 sont de loi de Cauchy de parameétre 1, alors

pxiax (1) = ox, (t/2)? = e 212 = 71 = px (1)

Par conséquent, la loi de Xl;rXQ est celle de X;.
5. On a:

(t) _/</6_””ye_y22dy )6_122 dx
P V2r V2T

—/ (tx)e_é du
= | X, \/ﬁ

:/6_(t2+1)§ dx
V2

1 ¥2 d
vize) T ¢§7r (chgt. de var. @ = y/v/1+12)
1

Puis px, x,+x5x,(t) = H% et la question de la partie 3 montre que X X5 + X3.X4 suit la loi de densité

%e‘m sur R.

Exercice 100 (Loi béta). Puisque 8G; et G4 suivent les lois I'(a1, 1) et T'(aq, 1), il suffit de considérer § = 1.
On a alors pour une fonction f mesurable bornée,

E[f(G1/(G1 + G2))]

1 e 1, 21— (e+y)
= LN Ty 2T e Y dad
et ), J (G Y

1 oo o0 1 _ _ _

= L gortaz—ljer—1—z(l+2) dz> dx — xz

e/, (] v
1 < 1 % ntas—1 —a(1+2)

_— Qg — d ] T — —XT 4 d F -b .

(a1 T(as) /. fi2)z Z/o x e x ubini
]. & 1 2,1 — — /OO -1 _—

- = )@ 1 ar—az g ajtaz w g N 1
F(oq)f‘(ag)/o Hpz)e® (14 2) of w e dw v = w/(1+2)
['(a1 + as) /OO 1\ as-1 —a1—

= —_ 2 1 ] —Q9 d
Tlan)Tag) Jo (077 (1F2) :

T(ar+ag) (! 1-t\on—1 01 +as,—2 1

= %7 3G e A e A /7 1 t
oyt J, 1007 ™
(o + ag) /1 —1 -1

= )t 1—¢)* " dt.

La v.a. G1/(G1 4+ G2) suit alors la loi de densité sur (0,1),
F(al + 042) tal—l(l _ t)ag—l.
I'(a1)T(2)
Dans le cas a; = as = 1 (variables exponentielles), on obtient la loi uniforme sur (0,1). Dans le cas

a; = ag = 1/2 (loi de N2/(N# + N2) pour Ny, Ny des gaussiennes centrées indépendantes), on obtient la loi de
densité 1/(my/t(1 —t)). Celle-ci s’appelle la loi de ’arc sinus, car sa fonction de répartition est

1 1 2
= arcsin(2t — 1) + 5= - arcsin(y/z).

® 1
Fle) = /0 "
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Exercice 101. 1. On a pour tout m > n,
E[|Y,, - Y, Z Xl"'Xk] - Z E[X; - Xi] = Z 27k < Z 9~k _ g-n_
k=n-+1 k=n-+1 k=n-+1 k=n-+1

Par conséquent, (Y,,),>0 est une suite de Cauchy dans L' qui est un espace de Banach, et donc Y,
converge dans L' vers une limite Y.
2. On décompose
n n
Y, =Y Xi-- X=X, <1+ZX2~-~Xk> :
k=1 k=2
Par le méme argument que dans la derniére partie, la suite Y, = >, X5 - -+ X}, converge dans L' vers
une limite Y, si bien que
Y =X;(1+Y").
Puisque Y, est égale en loi & Y,,_1, les limites Y/ et Y sont également égales en loi. De plus, puisque Y,
est indépendante de X pour tout n, la limite Y’ est également indépendante de X; (ezo : pourquoi ?).
1l vient que Y 2 X(14Y) avec X ~ Unif(0,1) indépendante de Y.
3. Par la derniere partie, on a pour tout t € R,

_ [eti(lJrY)]

ztm (14y) dz ® /LY(dy)

Il
—

[0,1] %

1
:/ et (/ ””ﬁ;y(d@/)) dx par Fubini
0

:/o e o(tr) da.

4. On a pour t > 0, par un changement de variables x — /¢,

1 t
o) = [ etttz = [ o) da,
0 t Jo
si bien que pour tout ¢t > 0,
t
to(t) :/ () de
0

(c’est vrai pour t = 0 car 0p(0) = 0). Il vient que la fonction f(t) = tp(t) satisfait a I’équation différentielle

qui admet comme solution générale

F(t) = Cexp (/j ei3/3d3> .

Puisque 1/t = exp(—Int) = exp(— flt 1/sds), il vient que

o(t) = Cexp (/j(eis —1)/s ds) .

Avec la condition ¢(0) = 1, cela donne

o(t) = exp </Ot(eis —1)/s ds) .

Puisque ¢(t) = ¢(—t)*, cela donne I’expression suivante pour tout ¢ € R (avec fg =— fto pour t < 0) :

oty = e ([ ("= 1)/bsls).
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Exercice 102 (Théoreme de Glivenko-Cantelli). 1. On rappelle que
1
F.(z) = ECard{j e{l,...,n}| X, <=z} (5)

En particulier, F;, (x) prend ses valeurs dans {0, 1/n,2/n, ..., (n—1)/n,1}. Donc, pour tout k € {0,...,n},

{Fn(x)::z}: U ([Nes<an N x>

JC{1,...n} \jeJ ie{1,...
Card 7k 7€ FEL, -\
Comme les X7, ..., X, sont des variables aléatoires, cela assure que F,,(x) est aussi une variable aléatoire.

2. Notons G, la fonction de répartition de I',,. Pour tout x € R,
Gal®) = Tal(—00,2) = 23" 1o = LCard{j € {1,....,n} | X; < 2} = Ful)
n(@) =T, ((—o0,x —anI x;<o = —Card{j ) i <a} = Fy(x).

3. Dans le cas ot F(z) = x pour tout = € [0, 1], les variables X, suivent la loi uniforme sur 'intervalle [0, 1].
De plus, & = € [0, 1] fixé, en utilisant (5) et la loi forte des grands nombres, on obtient

1 n
ps.  Fu(z)= - D lix,<ay —— E[l{x, 20y = Fla).
j=1

En d’autres termes,
Vr €[0,1] p.s. lim F,(z) = F(x). (6)

n—oo

4. Tl S’agit d’échanger le “pour tout x € [0,1]” et le “presque stirement” dans (6), ce qui ne peut se faire
directement car x parcourt un ensemble infini non dénombrable. Cependant, on peut déduire de (6) que
I’événement

A= {v:c €0,1]NQ lim Fy(z) = F(x)}

n—oo

est de probabilité un, car on se restreint alors a prendre x dans un ensemble dénombrable. Placons-nous
sur événement A et prenons un réel x € [0, 1]. Par densité de Q dans R, il existe une suite croissante
(ap)pen de rationnels et une suite décroissante (b,)pen de rationnels qui convergent toutes deux vers z.
Comme la fonction F, est croissante, on a Fy,(a,) < F,(x) < F,(b,) pour tous entiers n et p. On obtient,
en faisant tendre n vers l'infini,

F(ap) < liminf F,,(z) < limsup F,,(z) < F(bp).

n—00 n—00

La fonction F' étant continue sur R, le membre de gauche et le membre de droite tend tous deux vers
F(z) quand p — 00. On en déduit que sur I’événement presque sir A,

Yz € [0,1] lim F,(z) = F(x).

n—roo

5. Sur un événement de probabilité un (I’événement A par exemple), la suite de fonctions (F),),en+ converge
simplement vers F' sur Uintervalle [0, 1]. Comme F' est continue et comme toutes les fonctions F), sont
croissantes, on peut appliquer le théoréeme de Dini pour conclure que la convergence est uniforme sur
[0,1]. Elle est en fait uniforme sur R, puisque F,(x) = F(z) pour tout réel x ¢ [0,1] et tout entier n > 1.

6. On a clairement pour tous réels € R et u € [0, 1],
Flu) <= = u < F(z).
Donc, si U suit la loi uniforme sur [0, 1], on a pour tout réel z € R,
{F7IU) <2} ={U<F(x)} et PE(U)<z)=PU < F(2)=F(2),

ce qui prouve que F'~1(U) est une variable aléatoire de fonction de répartition égale & F.
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7. La question précédente assure que si Uy,...,U, désignent des variables aléatoires indépendantes et de
loi uniforme sur [0, 1], alors (F~Y(Uy),...,F~*(U,)) a méme loi que (X1,...,X,). Donc, en désignant

Loy 1es .
par = ’égalité en loi, on a

1 n
Vp = sup *Z]I{ngz} —F(l‘)
z€R | T j=1

c 1 1 }
=sup|— Y Lip-1py<er — F(@)| =sup|— > Ly <p@n — F(z)| =sup|Fy" (F(x)) — F(x)|.
sup [ o = P =ap |0 i, <rey ~ P = sup () - Fla)

Pour conclure, il suffit d’observer que cette derniere quantité est égale a

sup [Fp™(t) —t] < sup |[ERE(E) — ),
teF(R) te[0,1]

ce qui tend presque stirement vers zéro quand n — oo, d’apres le résultat de la question 6.

Exercice 103. 1. On note Z,, = X,, +iY,,. Alors Xo =z, Yo =y et
Xnt1+ Y41 = X+ + Yo (cos(Uny1) + i8in(Upt1)) = Xpn + Ya(cos(Uny1) + 1Y (1 + sin(Uy41)).

Ceci montre que (X,,Y,,)n>0 satisfait au systéme donné dans 1’énoncé.

2. Pour montrons d’abord que Z,, est intégrable pour tout n € N : Puisque |Im(Z,)e!U"+1| < |Z,], on a
pour tout n € N,
E|Zn1a[] < E[|Zn]] + E[|Za]] = 2E[|Zn]]-

Par récurrence, Z,, est intégrable pour tout n € N, et donc X, et Y,, également.

Montrons que X, et Y,, sont des martingales. Soit U ~ Unif (0, 27). On remarque tout d’abord que si
U ~ Unif(0, 27), alors E[cos(U)] = E[sin(U)] = 0 pour tout n € N, car

L cos(z) dx = i(sin(27r) —sin(0)) =0,

g 0 2

et pareil pour sin. Par conséquent, pour tout n € N,

E[Xn+1 — X | Fn] = E[Y, cos(Upt1) | Fn] = YaE[cos(Up41)] =0
E[Yot1 — Yo | Fn] = E[Y, sin(Unt1) ||, Fn] = YuE[sin(U,41)] = 0.

Il reste & montrer que Im(Z,) > 0 p.s. pour tout n € N. Or, Im(Z,,) = Y,, = y[[i—,(1 + sin(U;)) et
1+ sin(U;) > 0 p.s. pour tout ¢ > 1 et y > 0 par hypothese.

3. Pour tout n € N, Y,, = y [\, (1 +sin(U;)) > 0, si bien que (Y,),>0 est une martingale positive. Elle
converge donc p.s. vers une limite Yo, > 0. Supposons que P(Y, > 0) > 0. Sur I’événement {Y,, > 0},
Yoi1/Yn — 1 ps., et done P(Yy41/Y, = 1) > 0. Or, Y11 /Y, = 1 4+ sin(Upy1) et P(1 4 sin(Up41) —
1) =0, car les v.a. sin(U,), n = 1,2,... sont iid et de loi continue. Ceci montre que P(Y, > 0) = 0 et
donc Y, =0 p.s.

La martingale n’est pas fermée car elle ne converge pas dans L! : E[Yy] =y # 0 = E[Y4].

4. Par indépendance de Uy, 11 et Fp, E[v/|Xn+1 — Xn| | Fn] = VYRE[\/cos(Upn+1)], et donc

Elv/[Xur1 — Xnl] = E[v/cos(Uns 1) |E[V/ Y] < yE[\/I+sin(0)]",

Puisque 1+ sin(U) n’est pas une constante et la fonction = — /2 est strictement concave, I'inégalité de
Jensen donne,

r:=E[/1+sin(U)] < /E[1 +sin(U)] = 1.

Ceci donne E[/|X,+1 — X,|] < yr™.
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5. Par 'inégalité de Markov et la derniere partie,

S TP( X — Xl > ") = > PO/ [Xngr — X = a™?) <yt a2 =y > y(r? /)2,
n n n n

Par hypothése, cette somme est finie. Le lemme de Borel-Cantelli nous donne alors P(lim sup{|X,,+1 —
X,| > a™}) =0. Puisque >, a” < 0o, ceci montre que p.s., (X, )n>0 est une suite de Cauchy dans R et
donc converge p.s. vers une variable X .

6. Puisque Y;, > 0 pour tout n, |M,(\)| = e”*¥» < 1 pour tout n. En particulier, (M, (X)) n>0 est un
processus borné. Montrons que c’est une martingale :

E[Mp11(A\) | Fn] = Elexp(iA (X, + Yy cos(Upa1)) — (AN Yn (1 + sin(Upns1))) | Fal
= M,,(ME[exp(Y,(iA cos(Up+1) — |A sin(Un41))) | Fnl-
11 suffit de montrer que ¢(y,\) = Elexp(y(iAcos(U) — |A|sin(U)))] = 1 pour tout y > 0, A € R. Pour

A>0,o0na
() = Elexp(iyA(cos(U) + isin(U))))] = Elexp(—igAeV)] = 1,

Pour A < 0,0on a
©(y, \) = E[exp(iyA(cos(U) — isin(U)))] = Elexp(iye V)] = Elexp(iyeV)] = 1,

ot1 'avant-derniére égalité provient du fait que e~V = ¢*?7=U) ol eV car 2r —U 9177, Ceci montre que
M,,(\) est une martingale bornée et converge donc p.s. et dans L. Puisque Y,, — 0 p.s., la limite est
égale a

lim M,,(\) = e Xeo
n
Ceci donne
E[e¥>] = E[Mo(\)] = e*~ A1y,
Par conséquent, X, L + yC', ou C suit la loi de Cauchy standard.
7. Non, dans ce cas la martingale (X,,),>0 aurait convergé dans L', mais sa limite X, n’est pas intégrable

(il est bien connu que la loi de Cauchy ne l’est pas).

Exercice 104 (Algorithme de Metropolis). 1. Soit z,y € F distincts. Quitte a échanger le role de x et vy,
on peut supposer que 7(y) < 7(x). Sachant que P est symétrique, on a alors

Q(z,y)
ofx,y)

7Q($7y) = = P(‘T7y) = P(yax) = a(yﬂ;)P(y,x) = Q(y,x),

de sorte que 7(z)Q(x,y) = 7(y)Q(y, x). On en déduit que la loi 7 est réversible pour @ et donc invariante.

2. On observe que pour tous z,y € E distincts, P(x,y) > 0 si et seulement si Q(z,y) > 0. Une simple
récurrence sur n > 1 permet de montrer que pour tous x,y € E distincts, P™(x,y) > 0 si et seulement
si Q"(x,y) > 0. Ainsi, comme P est irréductible, pour tous z,y € E distincts, il existe un entier n > 1
pour lequel on a P™(x,y) > 0. Cela implique que @™ (x,y) > 0 pour ce méme entier, si bien que @ est
aussi irréductible.

3. (a) Par I'absurde, supposons que pour tout o € M et tout y € E\ M, on a P(xg,y) = 0. On en déduit
que M et E\ M ne communiquent pas, ce qui contredit I'irréductibilité de P. Ainsi, il existe un état
2o € M tel que P(zp,y) > 0 pour un certain y € E'\ M. On observe que m(zg) > m(y), donc

Qo) = aao. ) Plan, ) = 22 Plaa.) < Plaa.s).

On a Q(zo,2) < P(xo, z) pour tout z € E'\ {0}, avec une inégalité stricte si z = y. D’olt

Z Q(xg,2) < Z P(xo, 2),

2€E\{zo} 2€E\{zo}

ce qui donne Q(xg, z¢) > P(xg,x0) > 0.
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(b) D’apres la question précédente, Q(xg,xg) est strictement positif, donc xg est de période 1. Comme @
est irréductible, on en déduit que ) est apériodique.
(¢) La matrice @ est irréductible et récurrente positive (puisqu’il existe une probabilité invariante).
Puisque @ est apériodique, pour tout x € F, ZyeE P, (X, =y) — w(y)| converge vers zéro, c’est-a-
dire que la loi de X,, converge vers 7.
4. Soit X1,...,X, simulés par lalgorithme. Montrons que pour tout z,y € E, P(X;41 = y|X; = z) =
Q(z,y).

P(Xip1 =yl Xi=2) =P(Xit1 =9, U <a(X;,V)|X; =2) + P(Xs11 =y, U > a(X;, V)| X; = )
=P(V=y,U<aV)Xi=2)+P(X; =y,U > a(z,V)|X; = 2)
=PV =y,U<a(z,y)|Xi =) + Ly P(X; = 2,U > oz, V)| X; = x)
=P(V =y|X; =2)P(U < a(z,y)) + L=, P(U > a(z, V)| X; = 2)

car U est indépendante de V et X;. Ainsi,

]P(Xi+1 = y‘Xz = I) = P(Ivy)a(xvy) + ]l{zzy} Z P(V =zU> O‘(IVZ)lXi = I)

zeFR

= P(x,y)a(z,y) + Lim—y Z P(V =z|X; = 2)P(U > a(z, 2))
zeFE

= P(z,y)a(z,y) + Lip—y Z Pz, 2)(1 — a(z, 2)).
zeFE

Si x # y, cette quantité est égale & P(x,y)a(z,y) = Q(z,y). Si x =y, puisque oz, x) = 1, on obtient

P(Xip1 = 2|X; =) = P(z,x)o(z,2) + »_ P(x,2)(1 - a(x,2)) = P(z,2) + Y P(x,2)(1 - oz, 2))
z€EE ZH#T

= P(x,x) + Z P(z,z) — Z P(z,2)a(z,z)=1-— Z Q(z,2) = Q(z, x).

ZF#T Z2F#T 2#T

Ainsi, dans tous les cas, P(X;+1 = y|X; = x) = Q(z,y), donc X1,..., X, admet @ pour transition.
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